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িলিনয়ার অয্ালেজবৰ্ার জগেত ময্ািটৰ্ক্সেক েকবল সংখয্ার েটিবল িহেসেব েদখেল অেনক িকছুই িমস করেব।
ময্ািটৰ্ক্স আসেল একিট ফাংশন বা েমিশন, যা েভক্টরেক ইনপুট িনেয় আউটপুেট নতুন একিট েভক্টর েদয়। এেক
আমরা বিল িলিনয়ার টৰ্ান্সফরেমশন।

েবিশরভাগ েভক্টেরর েক্ষেতৰ্ কী হয়? যখন একিট ময্ািটৰ্ক্স তােদর ওপর কাজ কের, তারা িদক বদেল েফেল;
অথর্াৎ ঘুের যায় এবং লমব্ায় েছাট বা বড় হয়। িকন্তু িকছু িবেশষ েভক্টর আেছ, যারা িদক বদলায় না। ময্ািটৰ্ক্স
িদেয় গুণ করার পেরও তারা তােদর িনেজেদর স্পয্ান বা েরখার ওপরই থােক। শুধু তােদর ৈদঘর্য্ েছাট বা বড়
হেত পাের, বা িদক সমূ্পণর্ উেল্ট েযেত পাের (১৮০ িডিগৰ্)।

এই িবেশষ েভক্টরগুেলাই হেলা আইেগনেভক্টর (Eigenvector), আর েয সংখয্ািট িদেয় তােদর ৈদঘর্য্ গুণ
হয়, েসিট হেলা আইেগনভয্ালু (Eigenvalue)।
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y

v⃗ Av⃗

w⃗
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লাল: মূল েভক্টর
নীল: টৰ্ান্সফরেমশেনর পর

িচতৰ্ ১: এখােন v⃗ একিট আইেগনেভক্টর কারণ Av⃗ একই লাইেন আেছ (শুধু িদব্গুণ হেয়েছ)। িকন্তু w⃗
আইেগনেভক্টর নয় কারণ Aw⃗ িদক বদেল েফেলেছ।

Definition: Eigenvector and Eigenvalue

ধরা যাক A একিট n × n ময্ািটৰ্ক্স। একিট অশূনয্ েভক্টর v⃗ েক A-এর আইেগনেভক্টর বলা হেব যিদ
এমন একিট েস্কলার λ (আইেগনভয্ালু) থােক েযন:

Av⃗ = λv⃗

• যিদ λ > 1 হয়, েভক্টরিট লমব্া হয়।

• যিদ 0 < λ < 1 হয়, েভক্টরিট েছাট হয়।

• যিদ λ < 0 হয়, েভক্টরিট িদক উেল্ট েফেল।

েকন এিট গুরুতব্পূণর্? িকছু বাস্তব পৰ্েয়াগ
শুধু গিণেতর খাতায় নয়, আইেগনভয্ালু ও আইেগনেভক্টর আমােদর চারপােশর জগতেক বুঝেত সাহাযয্ কের।
িনেচ কেয়কিট চমকপৰ্দ উদাহরণ েদওয়া হেলা:
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1. গুগল সাচর্ ইিঞ্জন এবং েপজ র য্াঙ্ক (Google PageRank): তুিম যখন গুগেল িকছু সাচর্ কেরা, গুগল কীভােব
েবােঝ েকান ওেয়বসাইটিট সবেচেয় গুরুতব্পূণর্? গুগল পুেরা ইন্টারেনটেক একিট িবশাল গৰ্াফ িহেসেব
েদেখ। পৰ্িতিট ওেয়বসাইট একিট েনাড, আর িলংকগুেলা হেলা এজ। এই িবশাল েনটওয়ােকর্র একিট
"টৰ্ানিজশন ময্ািটৰ্ক্স" ৈতির করা হয়। এই ময্ািটৰ্েক্সর পৰ্ধান আইেগনেভক্টর (Principal Eigenvector)
েবর করেলই েবাঝা যায় েকান েপজিট সবেচেয় পৰ্ভাবশালী। যার আইেগনভয্ালু সবেচেয় েবিশ, েসই
েপজিটই সাচর্ েরজােল্ট সবার উপের থােক।

2. কম্পন এবং েসতু ধব্ংস (Bridging the Gap): পৰ্িতিট কিঠন বস্তুর িনজসব্ িকছু কম্পাঙ্ক বা িফৰ্েকােয়িন্স
থােক, যােক "নয্াচারাল িফৰ্েকােয়িন্স" বেল। এগুেলা আসেল েসই বস্তুর কম্পন সমীকরেণর আইেগনভয্ালু।
যিদ বাতােসর কম্পাঙ্ক বা ভুিমকেম্পর কম্পাঙ্ক এই আইেগনভয্ালুর সােথ িমেল যায়, তেব "েরেজানয্ান্স"
ৈতির হয় এবং বস্তুিট েভেঙ পড়েত পাের। ১৮৩১ সােল ইংলয্ােন্ডর বৰ্াইটন সাসেপনশন িবৰ্জ ৈসনয্েদর মাচর্
পােস্টর তােল তােল েভেঙ পেড়িছল, কারণ তােদর পােয়র তােলর িফৰ্েকােয়িন্স িবৰ্েজর আইেগনভয্ালুর
সােথ িমেল িগেয়িছল!

3. আইেগনেফস এবং েফস িরকগিনশন (Eigenfaces): কিম্পউটার িভশেন মানুেষর মুখ েচনার জনয্
"আইেগনেফস" পদ্ধিত বয্বহার করা হয়। হাজার হাজার মুেখর ছিবর ডাটােবস েথেক তােদর সাধারণ
ৈবিশষ্টয্গুেলা (েযমন েচােখর দূরতব্, নােকর গঠন) েবর করা হয়। এই ৈবিশষ্টয্গুেলা আসেল ডাটাগুেলার
েকােভিরেয়ন্স ময্ািটৰ্েক্সর আইেগনেভক্টর। নতুন েকােনা মুখ েদখেল কিম্পউটার এই আইেগনেভক্টরগুেলার
সােথ িমিলেয় েদেখ তােক িচেন েনয়।

4. েকায়ান্টাম েমকািনক্স: পরমাণুর জগেত আইেগনভয্ালু ছাড়া চলা অসম্ভব। েকায়ান্টাম েমকািনেক্স েয
অপােরটরগুেলা িদেয় আমরা শিক্ত বা ভরেবগ মািপ, তােদর আইেগনভয্ালুই হেলা েসই পিরমােপর সম্ভাবয্
ফলাফল। েযমন, হয্ািমলেটািনয়ান অপােরটেরর আইেগনভয্ালুগুেলা হেলা একিট িসেস্টেমর শিক্তর স্তর
(Energy Levels)।

ভােবা েতা, তুিম একিট জিটল ঘূণর্ায়মান বস্তু বা একিট িসেস্টম িনেয় কাজ করেছা। পুেরা িসেস্টমিট
এেলােমেলা মেন হেত পাের। িকন্তু যিদ তুিম এমন িকছু অক্ষ (axis) খুঁেজ েবর করেত পােরা যা িস্থর থােক,
তাহেল পুেরা সমসয্ািট অেনক সহজ হেয় যায়। আইেগনেভক্টরগুেলা েসই "পৰ্াকৃিতক অক্ষ" িহেসেব কাজ কের।

িহসাব করার পদ্ধিত
সমীকরণিট েদেখা:

Av⃗ = λv⃗

এেক একপােশ িনেয় আসেল পাই:
Av⃗ − λv⃗ = 0⃗

(A− λI)v⃗ = 0⃗

েযেহতু আমরা চাই v⃗ একিট অশূনয্ েভক্টর েহাক, তাই ময্ািটৰ্ক্স (A − λI)-এর িডটারিমনয্ান্ট শূনয্ হেত হেব।
এিট আমােদর আইেগনভয্ালু েবর করার চািবকািঠ েদয়।

Characteristic Equation

আইেগনভয্ালু λ েবর করার জনয্ সমাধান করেত হয়:

det(A− λI) = 0

এেক কয্ােরক্টািরিস্টক ইকুেয়শন (Characteristic Equation) বলা হয়।
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একিট উদাহরণ
চেলা একিট ময্ািটৰ্ক্স েদিখ:

A =

(
2 1
1 2

)
এিট কী কের? এিট েভক্টরেক পৰ্সািরত কের এবং একটু ঘুিরেয় েদয়। আমরা এর আইেগনভয্ালু েবর করব।

কয্ােরক্টািরিস্টক ইকুেয়শন:
det

(
2− λ 1
1 2− λ

)
= 0

(2− λ)(2− λ)− (1)(1) = 0

(2− λ)2 − 1 = 0

(2− λ)2 = 1 =⇒ 2− λ = ±1

সুতরাং, λ1 = 3 এবং λ2 = 1।
এখন λ1 = 3-এর জনয্ আইেগনেভক্টর েবর কির।

(A− 3I)v⃗ = 0⃗(
−1 1
1 −1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
এখান েথেক পাই −x + y = 0 বা y = x। অথর্াৎ েভক্টর v⃗1 =

(
1
1

)
। এর মােন হেলা, তুিম যিদ (1, 1)

েভক্টরেক ময্ািটৰ্ক্স A িদেয় গুণ কেরা, তুিম পােব (3, 3), যা িঠক ৩ গুণ লমব্া, িকন্তু িদক একই!

x

y

v⃗1

λ1 = 3

v⃗2 λ2 = 1

কমলা রেঙর েরখা িনেদর্শ কের
টৰ্ান্সফরেমশেনর পেরর অবস্থা

িচতৰ্ ২: আইেগনেভক্টরগুেলার িদক পিরবতর্ন হয় না।

িবস্তািরত উদাহরণ: পদাথর্িবজ্ঞান ও কিম্পউটার সােয়ন্স
আমরা েতা েদখলাম আইেগনভয্ালু েকাথায় েকাথায় লােগ। চেলা এবার গািণিতকভােব েদিখ কীভােব এগুেলা
কাজ কের।
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১. পদাথর্িবজ্ঞান: কাপল্ড অিসেলটর (Coupled Oscillator)
ধেরা, দুইিট বল িস্পৰ্ং িদেয় যুক্ত। একিট নাড়ােল অনয্িটও নড়েব। তােদর গিত েকমন হেব?

িনউটেনর সূতৰ্ বয্বহার কের আমরা গিতর সমীকরণ পাই। যিদ আমরা ময্ািটৰ্ক্স আকাের িলিখ, তেব সমীকরণিট
দাঁড়ায়: (

ẍ1

ẍ2

)
=

(
−2k/m k/m
k/m −2k/m

)(
x1

x2

)
এখােন ẍ হেলা তব্রণ। আমরা যিদ ধির স্পন্দেনর কম্পাঙ্ক ω, তেব আমােদর সমাধান হেব x(t) = veiωt। এিট
বসােল আমরা একিট আইেগনভয্ালু সমসয্া পাই:

Av⃗ = −ω2v⃗

এখােন ময্ািটৰ্ক্স A-এর আইেগনেভক্টরগুেলা আমােদর বেল েদেয় "নরমাল েমাড" (Normal Modes) কী।

• একিট আইেগনেভক্টর হেব v⃗1 = (1, 1)। এর মােন দুইিট বল একসােথ একই িদেক দুলেছ (তােল তাল
িমিলেয়)।

• অনয্ আইেগনেভক্টর হেব v⃗2 = (1,−1)। এর মােন দুইিট বল এেক অপেরর িবপরীত িদেক দুলেছ।

আইেগনভয্ালু আমােদর বেল েদয় এই দুলুিনর িফৰ্েকােয়িন্স বা কম্পাঙ্ক কত হেব।

২. কিম্পউটার সােয়ন্স: েপজ র য্াঙ্ক (PageRank)
গুগল কীভােব কাজ কের তার একিট অিত সরল মেডল েদিখ। ধেরা, ইন্টারেনেট মাতৰ্ ৩িট ওেয়বসাইট আেছ:
A, B, এবং C।

• A িলংক েদয় B-েত।

• B িলংক েদয় A এবং C-েত।

• C িলংক েদয় A-েত।

আমরা একিট "িলংক ময্ািটৰ্ক্স" M ৈতির কির েযখােন Mij মােন হেলা j েথেক i-েত আসার সম্ভাবনা।

M =

0 0.5 1
1 0 0
0 0.5 0


এখােন ২য় কলােম 0.5 কারণ B েথেক দুইিট িলংক েবর হেয়েছ, তাই A-েত আসার সম্ভাবনা ৫০%।

আমরা এমন একিট েভক্টর r⃗ চাই যা িস্থর থাকেব, অথর্াৎ Mr⃗ = 1 · r⃗। এিট আসেল আইেগনভয্ালু ১-এর
জনয্ আইেগনেভক্টর েবর করা। গণনা কের েদখা যােব, এই ময্ািটৰ্েক্সর জনয্ আইেগনেভক্টরিট পৰ্ায়:

r⃗ ≈

0.4
0.4
0.2


এর মােন, এই েছাট ইন্টারেনেট A এবং B-এর গুরুতব্ সমান (৪০%), আর C-এর গুরুতব্ কম (২০%)। আসল
েপজ র য্ােঙ্ক িঠক এভােবই েকািট েকািট েপেজর গুরুতব্ েবর করা হয়!
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েটৰ্স এবং িডটারিমনয্ােন্টর জাদু
আইেগনভয্ালু েবর না কেরও িক আমরা েসগুেলা সম্পেকর্ িকছু বলেত পাির? হয্াঁ, পাির! েযেকােনা n × n
ময্ািটৰ্ক্স A-এর আইেগনভয্ালুগুেলা যিদ λ1, λ2, . . . , λn হয়, তেব দুিট চমৎকার সূতৰ্ আেছ:

Properties
1. Sum of Eigenvalues = Trace:

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = tr(A)

েটৰ্স বা tr(A) হেলা ময্ািটৰ্েক্সর পৰ্ধান কেণর্র (Main Diagonal) উপাদানগুেলার েযাগফল।

2. Product of Eigenvalues = Determinant:

λ1 · λ2 · · ·λn = det(A)

েকন এমন হয়?
কয্ােরক্টািরিস্টক ইকুেয়শনিট মেন আেছ? det(A− λI) = 0। এেক বহুপদী বা পিলেনািময়াল আকাের িলখেল
আমরা পাই:

P (λ) = (−1)n(λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

এই রািশিটেক গুণ কের িদেল:

• λ0 বা ধৰ্ুবক পদিট আসেল সব λ-এর গুণফল (িচহ্নসহ)। আবার λ = 0 বসােল আমরা পাই det(A)।
তাই গুণফলিট িডটারিমনয্ােন্টর সমান।

• λn−1-এর সহগিট আেস সব λ-এর েযাগফল েথেক। আবার ময্ািটৰ্েক্সর িবসৃ্তিত েথেকও েদখা যায় েয
এিট কেণর্র উপাদানগুেলার েযাগফল।

উদাহরণ যাচাই: আমােদর আেগর ময্ািটৰ্ক্সিট িছল A =

(
2 1
1 2

)
।

• আইেগনভয্ালু েপেয়িছলাম: 3 এবং 1।

• েযাগফল: 3 + 1 = 4। ময্ািটৰ্েক্সর েটৰ্স: 2 + 2 = 4। (িমেল েগল!)

• গুণফল: 3× 1 = 3। ময্ািটৰ্েক্সর িডটারিমনয্ান্ট: (2× 2)− (1× 1) = 3। (িমেল েগল!)

এই িটৰ্কিট বয্বহার কের তুিম অেনক সময় পুেরা অংক না কেরই এমিসিকউ (MCQ) বা েছাট পৰ্েশ্নর উত্তর
েচক করেত পারেব।

আইেগনেভক্টর এবং আইেগনভয্ালুর ধারণা িলিনয়ার িসেস্টম, িডফােরনিশয়াল ইকুেয়শন, এবং েকায়ান্টাম
েমকািনক্স বুঝেত অপিরহাযর্। তুিম যখনই েকােনা িলিনয়ার অপােরটর েদখেব, িনেজেক পৰ্শ্ন করেব: "এর
আইেগনেভক্টরগুেলা কী?" কারণ েসখােনই লুিকেয় থােক অপােরটরিটর আসল চিরতৰ্।

অনুশীলনী

1. ময্ািটৰ্ক্স B =

(
4 2
1 3

)
-এর েটৰ্স (trace) এবং িডটারিমনয্ান্ট েবর কেরা। েদখাও েয েটৰ্স λ1+λ2-এর

সমান এবং িডটারিমনয্ান্ট λ1λ2-এর সমান।
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2. এমন একিট 2×2 ময্ািটৰ্ক্স ভােবা যা x-অেক্ষর সােপেক্ষ িরেফ্লক্ট কের। এর জয্ািমিতক আইেগনেভক্টরগুেলা
কী হেত পাের? (িহসাব না কের ছিব এঁেক ভােবা)।

3. ময্ািটৰ্ক্স C =

(
0 1
−1 0

)
। এিট ৯০ িডিগৰ্ েরােটশন। এর িক েকােনা বাস্তব (real) আইেগনেভক্টর থাকা

সম্ভব? েকন নয়?
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