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1 ভূিমকা: সাতিট েসতুর গল্প এবং গৰ্াফ িথওিরর জন্ম

১৭৩৬ সােলর কথা। পৰ্ুিশয়ার কিনগসবাগর্ (Konigsberg) শহের একিট মজার ধাঁধা মানুেষর মুেখ মুেখ ঘুরেতা।
শহরিটর মাঝখান িদেয় বেয় েগেছ েপৰ্েগল (Pregel) নদী। নদীর মােঝ দুিট বড় দব্ীপ এবং নদীর দুই পাড়
িমিলেয় েমাট চারিট ভূখণ্ড। এই চারটুকেরা মািটেক যুক্ত কেরিছল েমাট সাতিট েসতু। ধাঁধািট িছল: এমন িক
েকােনা পথ আেছ, যােত হাঁটা শুরু কের পৰ্িতিট েসতু িঠক একবার কের পার হেয় আবার শুরুর জায়গায় িফের
আসা যায়?

িবখয্াত গিণতিবদ িলওনারদ অয়লার (Leonhard Euler) যখন এই সমসয্ািট সমাধান করেত বসেলন, তখন
িতিন এক যুগান্তকারী কাজ কের বসেলন। িতিন েদখেলন, ভূখণ্ডিটর আকৃিত বা েসতুর ৈদঘর্য্ এখােন েমােটও
গুরুতব্পূণর্ নয়। গুরুতব্পূণর্ হেলা েক কার সােথ যুক্ত! তাই িতিন চারিট ভূখণ্ডেক চারিট িবনু্দ বা ভােটর্ক্স (Vertex)
এবং সাতিট েসতুেক সাতিট েরখা বা এজ (Edge) িহেসেব কল্পনা করেলন। জন্ম িনেলা গিণেতর এক নতুন ও
শিক্তশালী শাখা---গৰ্াফ িথওির!

Eulerian Graphs & Paths

একিট গৰ্াফেক অয়লািরয়ান (Eulerian) বলা হেব যিদ এর পৰ্িতিট এজ বা ধার িঠক একবার অিতকৰ্ম
কের পুেরা গৰ্াফিট ঘুের আসা যায়। অয়লার পৰ্মাণ কেরিছেলন, একিট কােনেক্টড (Connected) গৰ্ােফ
এমন একিট পথ (Eulerian Circuit) থাকা সম্ভব হেব যিদ এবং েকবল যিদ গৰ্ােফর পৰ্িতিট ভােটর্েক্সর
িডিগৰ্ (অথর্াৎ েসই িবনু্দ েথেক েবর হওয়া এেজর সংখয্া) েজাড় (Even) হয়।

যিদ িঠক দুিট ভােটর্েক্সর িডিগৰ্ িবেজাড় হয়, তেব েসই দুিট ভােটর্ক্সেক শুরু ও েশষ ধের একিট Eulerian
Path (সািকর্ট নয়) পাওয়া সম্ভব।

কিনগসবােগর্র চারিট ভূখেণ্ডর িতনিটর িডিগৰ্ িছল 3 এবং একিটর (Kneiphof দব্ীপ) িডিগৰ্ িছল 5। েযেহতু
সবগুেলাই িবেজাড়, অয়লার িনিশ্চতভােব পৰ্মাণ কের িদেলন েয এমন েকােনা পথ থাকা গািণিতকভােবই অসম্ভব!
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কিনগসবােগর্র সাত েসতু — গৰ্াফ িহেসেব উপস্থাপন। সব িডিগৰ্ িবেজাড় ⇒ Eulerian Circuit অসম্ভব।
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2 েসতু েথেক িবনু্দেত: হয্ািমল্টিনয়ান গৰ্াফ ও টৰ্ােভিলং েসলসময্ান

অয়লার আমােদর িশিখেয়িছেলন কীভােব পৰ্িতিট এজ িঠক একবার ঘুরেত হয়। িকন্তু যিদ আমরা পৰ্িতিট এজ
না ঘুের, পৰ্িতিট ভােটর্ক্স িঠক একবার ঘুের আসেত চাই? তখন আমরা েয গৰ্ােফর দশর্ন পাই তােক বলা হয়
হয্ািমল্টিনয়ান গৰ্াফ (Hamiltonian Graph)। এিট আইিরশ গিণতিবদ উইিলয়াম েরায়ান হয্ািমল্টেনর নামানুসাের
রাখা। দাবা েখলার নাইট্স টুয্র (Knight's Tour) এর একিট দারুণ উদাহরণ, েযখােন দাবার েঘাড়ােক েবােডর্র
৬৪িট ঘেরই িঠক একবার কের েযেত হয়।

হয্ািমল্টিনয়ান পাথ েবর করা আপাতদৃিষ্টেত অয়লািরয়ান পােথর মেতা মেন হেলও, এিট আসেল অেনক েবিশ
কিঠন। এর উপর িভিত্ত কেরই ৈতির হেয়েছ িবখয্াত টৰ্ােভিলং েসলসময্ান পৰ্বেলম (TSP): একজন েসলসপাসর্ন
কীভােব সবেচেয় কম দূরেতব্ অেনকগুেলা শহর িঠক একবার কের ঘুের আবার িনেজর শহের িফের আসেত
পারেব? আজও এিট কিম্পউটার সােয়েন্সর অনয্তম কিঠন (NP-Hard) একিট সমসয্া!

অয়লািরয়ান বনাম হয্ািমল্টিনয়ান: মূল পাথর্কয্

Eulerian Path/Circuit Hamiltonian Path/Circuit

পৰ্িতিট এজ িঠক একবার পৰ্িতিট ভােটর্ক্স িঠক একবার

শতর্ সহেজই যাচাইেযাগয্ শতর্ যাচাই করা NP-Complete

Degree condition িদেয় সমাধানেযাগয্ েকােনা সহজ ৈবিশষ্টয্ েনই

3 সমতেল গৰ্াফ: প্লয্ানািরিট ও অয়লােরর ফমুর্লা

তুিম যখন একিট গৰ্াফ খাতায় আঁেকা, তখন অেনক সময় েরখাগুেলা এেক অপরেক েছদ কের। িকন্তু এমন িক
করা সম্ভব েয, েকােনা েরখা বা এজ এেক অপরেক না েকেটই পুেরা গৰ্াফিট আঁকা যােব? যিদ যায়, তেব েসই
গৰ্াফিটেক বলা হয় প্লয্ানার গৰ্াফ (Planar Graph)।

গৰ্াফ প্লয্ানার হেল একিট জাদুকরী ঘটনা ঘেট। িলওনারদ অয়লার এখােনও তাঁর একিট িবখয্াত সূতৰ্ িদেয়
েগেছন।

Euler’s Formula for Planar Graphs

েযেকােনা কােনেক্টড প্লয্ানার গৰ্ােফর জনয্, যিদ V হেলা ভােটর্েক্সর সংখয্া, E হেলা এেজর সংখয্া, এবং
F হেলা েফইস বা অঞ্চেলর সংখয্া (বাইেরর অসীম অঞ্চলসহ), তেব সব সময় িনেচর ধৰ্ুব সমীকরণিট
েমেন চেল:

V − E + F = 2

উদাহরণ: একিট ঘনক (Cube) গৰ্ােফ V = 8, E = 12, F = 6, তাই 8− 12 + 6 = 2। ✓

িকন্তু একিট গৰ্াফ প্লয্ানার িক না তা কীভােব বুঝেব? েপািলশ গিণতিবদ কািজিমেয়জর্ কুরােতািস্ক
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(Kuratowski) এিট সমাধােনর এক চমৎকার পদ্ধিত েবর করেলন।

Kuratowski’s Theorem
একিট গৰ্াফ প্লয্ানার হেব যিদ এবং েকবল যিদ এর েভতের K5 (৫-ভােটর্ক্স িবিশষ্ট একিট কমিপ্লট গৰ্াফ)
অথবা K3,3 (৩ কের ভাগ করা একিট বাইপারটাইট গৰ্াফ) এর মেতা েকােনা সাবিডিভশন বা উপাংশ
লুিকেয় না থােক। অথর্াৎ, এই দুিট গৰ্াফ হেলা প্লয্ানার হওয়ার পেথ িনিষদ্ধ ছাঁচ (Forbidden Minors)!

এই ধারণািটেকই অেনক পের রবাটর্সন এবং েসমুয্র (Robertson & Seymour) তাঁেদর সৃ্মিতস্তম্ভসম গৰ্াফ
মাইনরস িথওেরম (Graph Minors Theorem) িদেয় আরও িবশদ কেরেছন। তারা েদিখেয়েছন েয, েযেকােনা
গৰ্াফ ৈবিশেষ্টয্র জনয্ই িকছু িনিষদ্ধ মাইনর থােক, যা গৰ্ােফর অসীম পিরবােরর গঠন বুঝেত সাহাযয্ কের।

4 রং তুিলর েখলা: েফার কালার িথওেরম ও গৰ্াফ কালািরং

প্লয্ানার গৰ্ােফর ধারণা েথেক গিণেতর সবেচেয় িবখয্াত কালািরং পৰ্বেলেমর জন্ম --- ১৮৫২ সােলর ময্াপ কালািরং
পৰ্বেলম। একিট ময্ােপ অেনকগুেলা েদশ থাকেল, অন্তত কয়িট রং বয্বহার কের পুেরা ময্াপিট এমনভােব রাঙােনা
যায় েযন পাশাপািশ দুিট েদেশর রং কখেনা এক না হয়? এখােন পৰ্িতিট েদশ হেলা একিট ভােটর্ক্স, আর তােদর
সীমানা হেলা এজ।

১৯৭৬ সােল েকেনথ অয্ােপল এবং উলফগয্াং হয্ােকন কিম্পউটার বয্বহার কের পৰ্মাণ কেরিছেলন েয মাতৰ্
চারিট রং-ই েযেকােনা প্লয্ানার গৰ্াফ বা ময্াপ রং করার জনয্ যেথষ্ট! এিটই গািণিতক ইিতহােস কিম্পউটােরর
সাহােযয্ পৰ্মািণত পৰ্থম বড় িথওেরম, যা েফার-কালার িথওেরম (Four-Color Theorem) নােম পিরিচত।

এছাড়াও গৰ্ােফর রং করা িনেয় বৰ্ুকস ও িভিজং-এর গুরুতব্পূণর্ িথওেরম আেছ।

Coloring Theorems

• Brooks’ Theorem: একিট গৰ্ােফর ভােটর্ক্স রং করেত সেবর্াচ্চ ∆ রং লােগ, েযখােন ∆ হেলা
গৰ্ােফর সেবর্াচ্চ িডিগৰ্ (কমিপ্লট গৰ্াফ এবং িবেজাড় সাইেকল ছাড়া)।

• Vizing’s Theorem: এজগুেলােক রং করেত ∆ অথবা ∆+1 িট রং লােগ। এই দুই েশৰ্িণেক
Class 1 এবং Class 2 গৰ্াফ বেল।

• Chromatic Polynomial: P (G, k) পিলেনািময়ালিট িনেদর্শ কের কতভােব গৰ্াফিটেক k

রেঙ রং করা যায়।

5 সম্পকর্ ও দল গঠন: হলস ময্ােরজ িথওেরম ও রামেস িথওির

গৰ্াফ িথওির িদেয় ময্ািচং বা েজাড়া েমলােনার দারুণ সব কাজ করা যায়। ধেরা, একিট েকাম্পািনেত িকছু
চাকিরপৰ্াথর্ী (Applicant) আেছ এবং িকছু িনিদর্ষ্ট কাজ (Job) আেছ। সবাই সব কােজ পারদশর্ী নয়। এখন,
সবাইেক িক এমনভােব একিট কের কাজ েদওয়া সম্ভব েযন েকােনা কাজই ফাঁকা না থােক?
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Hall’s Marriage Theorem

একিট বাইপারটাইট গৰ্ােফ (েযখােন ভােটর্ক্স দুিট দেল িবভক্ত এবং এজ শুধু এক দল েথেক অনয্ দেল
যায়) সমূ্পণর্ ময্ািচং সম্ভব হেব যিদ এবং েকবল যিদ ময্ােরজ কিন্ডশন পূণর্ হয়।

কিন্ডশন: েযেকােনা ভােটর্েক্সর সাবেসট S এর জনয্, তােদর কােনেক্টড পৰ্িতেবশীেদর েসেটর আকার
|N(S)| অবশয্ই |S| এর েচেয় বড় বা সমান হেত হেব:

|N(S)| ≥ |S| for all S

সহজ ভাষায়: |S| জন চাকিরপৰ্াথর্ীর অন্তত |S| িট িভন্ন কােজর েযাগয্তা থাকেত হেব!

কখেনা েভেবছ, তুিম যিদ একিট গৰ্ােফর এজগুেলােক ইেচ্ছমেতা লাল আর নীল রং কেরা, তুিম িক এমন
িকছু ৈতির করেত পারেব যােত েকােনা পয্াটানর্ েনই? জবাব হেলা, না! রামেস িথওির (Ramsey Theory)
আমােদর বেল, সমূ্পণর্ িবশৃঙ্খলা অসম্ভব (Complete disorder is impossible)।

এর সবেচেয় িবখয্াত উদাহরণিট হেলা পািটর্ পৰ্বেলম: একিট পািটর্েত অন্তত কতজন মানুষ থাকেল, আমরা
িনিশ্চত কের বলেত পারব েয েসখােন অন্তত ৩ জন এেক অপেরর আেগর পিরিচত, অথবা অন্তত ৩ জন এেক
অপেরর কােছ সমূ্পণর্ অেচনা? উত্তর হেলা ৬ জন! গািণিতকভােব এেক R(3, 3) = 6 েলখা হয়। গৰ্াফ যতই
বড় হেব, তার েভতের শৃঙ্খলা একিট িনিদর্ষ্ট স্টৰ্াকচার বা িক্লক (Clique) ৈতির হেতই হেব।

6 বাস্তব জগেত পৰ্েয়াগ: েনটওয়াকর্, রাস্তা এবং অয্ালগিরদম

তুিম যখন গুগল ময্ােপ এক জায়গা েথেক অনয্ জায়গায় যাওয়ার িডেরকশন েখাঁজ, বয্াকএেন্ড একিট গৰ্াফ িথওির
অয্ালগিরদম কাজ কের। এগুেলা ওেয়েটড গৰ্ােফ (Weighted Graph) কাজ কের, েযখােন পৰ্িতিট এেজ একিট
দূরতব্ বা খরচ েদওয়া থােক।

• শেটর্স্ট পাথ (Shortest Path): েডইকস্টৰ্ার অয্ালগিরদম (Dijkstra's Algorithm) বয্বহার কের সবেচেয়
কম দূরেতব্র পথ েবর করা হয়। িকন্তু যিদ রাস্তায় েনেগিটভ ওেয়ট থােক, তেব েবলময্ান-েফাডর্ (Bellman-
Ford) অয্ালগিরদম বয্বহার করেত হয়। সকল েজাড়ার মেধয্ শেটর্স্ট পােথর জনয্ Floyd-Warshall
অয্ালগিরদম বয্বহার হয়।

• িমিনমাম স্পয্ািনং িটৰ্ (Minimum Spanning Tree): তুিম যিদ একিট শহের িবদুয্েতর তার বা বৰ্ডবয্ান্ড
েনটওয়াকর্ িবছােত চাও, েযন সব বািড় কােনেক্টড থােক এবং খরচ সবেচেয় কম হয়, তেব েতামােক স্পয্ািনং
িটৰ্ েবর করেত হেব। এিট িনিমেষই কের েদয় কুৰ্স্কাল (Kruskal's) বা িপৰ্ম (Prim's) অয্ালগিরদম।

গৰ্ােফর আেরকিট চমৎকার পৰ্েয়াগ হেলা ধারণক্ষমতা বা ময্াক্স েফ্লা পৰ্বেলম। একিট পাইপলাইেনর েনটওয়াকর্
িদেয় তুিম সেবর্াচ্চ কী পিরমাণ পািন পাঠােত পারেব?
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Max-Flow Min-Cut Theorem
েফাডর্-ফুলকারসন অয্ালগিরদম (Ford-Fulkerson) িদেয় এিট সমাধান করা হয়। এই যুগান্তকারী িথও-
েরমিট বেল:

একিট েনটওয়ােকর্র সেবর্াচ্চ েফ্লা = েনটওয়ােকর্র িমিনমাম কােটর মান।

েযখােন িমিনমাম কাট হেলা েসই সংেযাগগুেলার েসট েযগুেলা েকেট িদেল েনটওয়াকর্িট দুই ভাগ হেয়
যায় এবং যােদর েমাট কয্াপািসিট সবেচেয় কম। এিট সাপ্লাই েচইন, এয়ারলাইন িশিডউল এবং ইন্টারেনট
টৰ্ািফেক পৰ্িতিনয়ত বয্বহার হেচ্ছ।

িলওনারদ অয়লােরর একিট সাধারণ েকৗতূহল েথেক শুরু হওয়া গৰ্াফ িথওির আজ কিম্পউটার সােয়ন্স,
বােয়ালিজ, েকিমিস্টৰ্, েসািসওলিজ সহ িবজ্ঞােনর পৰ্িতিট শাখায় রাজতব্ করেছ। গৰ্াফ আসেল েকােনা ছিব নয়,
এিট একিট ভাষা---সম্পেকর্র ভাষা!
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7 পৰ্বেলম সলিভং ইনসাইটস (Problem Solving Insights)

Tips & Tricks in Graph Theory

১. িডিগৰ্ িদেয় িচন্তা কেরা:

েযেকােনা গৰ্ােফর সমসয্ায় পৰ্থেমই ভােটর্ক্সগুেলার িডিগৰ্ েখয়াল কেরা। হয্ান্ডেশিকং েলমা (Handshaking
Lemma) অনুযায়ী: ∑

all vertices
deg(v) = 2|E|

কােজই িবেজাড় িডিগৰ্র ভােটর্েক্সর সংখয্া সবসময় েজাড় হেব! এিট অেনক পৰ্মাণেক এক লাইেন সমাধান
কের েদয়।

২. রুট বা শুরু েকাথায়:

যিদ শেটর্স্ট পাথ বা িটৰ্র সমসয্া হয়, তেব একিট ভােটর্ক্সেক রুট (Root) ধের নাও। গৰ্াফিটেক স্তর
অনুযায়ী BFS Tree িহেসেব ভাগ করেল অেনক জিটল কাঠােমাগত সমসয্া সহজ হেয় যায়।

৩. কালািরং এবং বাইপারটাইট পৰ্পািটর্:

েকােনা গৰ্ােফ অড-সাইেকল (িবেজাড় সংখয্ক এেজর বদ্ধ লুপ) আেছ িক না তা েবর করেত গৰ্াফিটর
রং করার কথা িচন্তা কেরা। যিদ ২ রেঙ পুেরা গৰ্াফ রং করা যায়, তেব গৰ্াফিট বাইপারটাইট এবং এেত
েকােনা অড-সাইেকল েনই!

৪. ইনডাকশন ও ইনেভিরেয়ন্ট:

িটৰ্ বা কােনেক্টড গৰ্ােফর পৰ্মােণ পৰ্ায়ই ইন্ডাকশন কােজ আেস। মেন েরেখা, একিট িটৰ্েত সবসময় V −1

সংখয্ক এজ থােক এবং েযেকােনা দুিট ভােটর্েক্সর মেধয্ িঠক একিটমাতৰ্ পথ থােক।

8 অনুশীলনী

1. একিট ঘের ৯ জন মানুষ আেছ। এমন িক হওয়া সম্ভব েয, পৰ্েতয্েক িঠক ৩ জেনর সােথ করমদর্ন
(Handshake) কেরেছ? (িহন্ট: হয্ান্ডেশিকং েলমা অনুযায়ী সব িডিগৰ্র েযাগফল এজ সংখয্ার িদব্গুণ হেত
হেব।)

2. একিট তেল ৫িট িবনু্দর পৰ্িতিটেক এেক অপেরর সােথ েরখা িদেয় যুক্ত কেরা (K5 গৰ্াফ)। অয়লােরর সূতৰ্
V − E + F = 2 এবং একিট সাধারণ সীমাবদ্ধতা (E ≤ 3V − 6) বয্বহার কের গািণিতকভােব পৰ্মাণ
কেরা েয, েরখাগুেলা এেক অপরেক েছদ না কের K5 আঁকা েকােনাভােবই সম্ভব নয়।

3. তুিম একিট দাবা েবােডর্ (সাধারণ 8× 8 িগৰ্ড) েঘাড়া (Knight) চালনা করছ। এিট িক একিট বাইপারটাইট
গৰ্াফ ৈতির কের? যিদ হয্াঁ, তেব েঘাড়ার পৰ্িতিট চােল েকান পয্াটানর্িট েদখা যায়? (িহন্ট: কােলা ও সাদা
ঘেরর কথা ভােবা।)
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4. একিট কােনেক্টড গৰ্াফ G-েত V = 10 এবং E = 15। গৰ্াফিট প্লয্ানার হেল এিট কতিট েফইস বা অঞ্চল
ৈতির করেব? অয়লােরর সূতৰ্ বয্বহার কেরা।

5. পৰ্মাণ কেরা েয, K3,3 গৰ্ােফ েকােনা Eulerian Circuit েনই, িকন্তু একিট Eulerian Path আেছ।
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