
Jacobian Matrix
জয্ােকািবয়ান ময্ািটৰ্ক্স

Tawhid Bin Omar

∞ Let Infinity Be Your Limit ∞

May 27, 2026



Josephite Math Club

ভূিমকা: ওয়ান-ডাইেমনশনাল েস্কিলং
কয্ালকুলােস সাবিস্টিটউশন রুল (Substitution Rule) আমােদর সবার পিরিচত। ধেরা তুিম

∫
f(x)dx েবর

করছ। যিদ তুিম একিট নতুন চলক u আেনা, েযখােন x = g(u) , তেব তুিম শুধু dx -এর জায়গায় du িলেখ
দাও না, বরং একিট আংিশক েডিরেভিটভ গুণ কের েলেখা:

dx = g′(u)du =
dx

du
du

এখােন dx
du

কী? এিট হেলা একিট ৈরিখক েস্কিলং ফয্াক্টর (Scaling Factor)। তুিম যখন u েস্পস েথেক x

-এ রূপান্তর করছ, তখন কু্ষদৰ্ ৈদঘর্য্ du পিরমাণিট কতটুকু পৰ্সািরত বা সংকুিচত হেচ্ছ, তা িনধর্ারণ কের এই
েডিরেভিটভ। িকন্তু যিদ আমরা টু-িড (2D) েস্পেস থািক (েযমন x, y) এবং দুিট নতুন চলক (েযমন u, v) বয্বহার
কের নতুন েকাঅিডর্েনট িসেস্টেম েযেত চাই, তখন কু্ষদৰ্ েক্ষতৰ্ফল dxdy কীভােব পাল্টােব? এই পৰ্েশ্নর উত্তরই
হেলা জয্ােকািবয়ান (Jacobian)।

স্থানাঙ্ক রূপান্তর (Coordinate Transformations)
কােতর্সীয় (Cartesian) স্থানাঙ্ক বয্বস্থা বলেত আমরা বুিঝ একিট িনখুঁত বগর্াকার িগৰ্ড (Square Grid)। িকন্তু
েক্ষতৰ্িবেশেষ এই িগৰ্ড আমােদর কােজর জনয্ সুিবধাজনক হয় না। বৃত্তাকার েকােনা েক্ষতৰ্ বা িসিলন্ডােরর আয়তন
মাপেত েগেল আমােদর েসাজা িগৰ্ডিটেক বাঁিকেয় েপালার (Polar) বা িসিলিন্ডৰ্কয্াল স্থানােঙ্ক িনেয় েযেত হয়।

যখন তুিম (u, v) েস্পস েথেক (x, y) েস্পেস একিট রূপান্তর ঘটাও, তুিম মূলত িগৰ্ড লাইনগুেলােক
বাঁকাচ্ছ, টানছ এবং দুমেড়মুচেড় িদচ্ছ। একিট সুন্দর বগর্েক্ষতৰ্ ∆u∆v রূপান্তেরর পর একিট অদু্ভত আকৃিতর
বাঁকা বহুভুেজ পিরণত হেত পাের। তাহেল এর েক্ষতৰ্ফল কীভােব মাপব?

জয্ােকািবয়ান ময্ািটৰ্ক্স: েকন এভােবই সংজ্ঞািয়ত? (Why Jacobian is
Defined This Way?)
ধেরা আমােদর কােছ দুিট ফাংশন আেছ: x = f(u, v) এবং y = g(u, v)। পুেরা রূপান্তরিট
(Transformation) হয়েতা অেনক জিটল ও বাঁকােনা (Non-linear)। িকন্তু কয্ালকুলােসর সবেচেয় বড় শিক্ত
হেলা েলাকাল িলিনয়ািরিট (Local Linearity)। তুিম যিদ েকােনা বকৰ্েরখার খুব খুব গভীের (Zoom in) যাও,
তেব েসিট েদখেত একিট সরলেরখার মেতাই লাগেব।

েটইলর িসিরেজর (Taylor Expansion) সাহােযয্ এই "জুম ইন" করা কু্ষদৰ্ পিরবতর্নগুেলােক েলখা যায়:

dx ≈ ∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv

dy ≈ ∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv

এবার এিটেক ময্ািটৰ্ক্স আকাের পৰ্কাশ করা যাক:

The Local Linear Transformation(
dx

dy

)
=

(
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)(
du

dv

)
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এই েয ময্ািটৰ্ক্সিট আমরা েপলাম, যা আংিশক অন্তরজ বা েডিরেভিটভ িদেয় সাজােনা, এিটই হেলা জয্ােকািব-
য়ান ময্ািটৰ্ক্স (Jacobian Matrix, J)! খুব কু্ষদৰ্ পিরসের, েযেকােনা জিটল রূপান্তর আসেল এই ময্ািটৰ্ক্সিট দব্ারা
একিট সাধারণ ৈরিখক রূপান্তর (Linear Transformation)।

জয্ািমিতক ও গৰ্ািফকয্াল ইনসাইট (Geometric & Graphical Insight)
এখন পৰ্শ্ন হেলা, একিট ময্ািটৰ্ক্স কীভােব েক্ষতৰ্ফল (Area) পিরবতর্ন কের? িলিনয়ার অয্ালেজবরার দুদর্ান্ত
একিট সতয্ হেলা: েযেকােনা ৈরিখক রূপান্তের েক্ষতৰ্ফল বা আয়তন বৃিদ্ধর হার হেলা ওই রূপান্তর ময্ািটৰ্ক্সিটর
িডটারিমনয্ান্ট (Determinant) এর সমান!

Determinant as an Area Scaler
যিদ একিট েভক্টর েস্পেস আমরা একিট একক বগর্েক্ষতৰ্ কল্পনা কির, তেব একিট ময্ািটৰ্ক্সM িদেয় টৰ্ান্সফমর্
করার পর েসই বগর্েক্ষতৰ্িট একিট সামান্তিরেক (Parallelogram) পিরণত হয়। েসই সামান্তিরেকর
েক্ষতৰ্ফল হেলা | det(M)|।

েযেহতু অিত কু্ষদৰ্ অংেশ আমােদর জিটল রূপান্তরিট জয্ােকািবয়ান ময্ািটৰ্ক্স J িদেয় পৰ্কাশ করা যায়, তাই
dudv েক্ষেতৰ্র কু্ষদৰ্ বগর্িট dxdy েস্পেস িগেয় একিট সামান্তিরেক রূপান্তিরত হেব যার েক্ষতৰ্ফল হেব:

dAx,y = | det(J)| dAu,v

অথর্াৎ,
dxdy = | det(J)|dudv =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv
এটাই হেলা ডাবল ইিন্টগৰ্ােল িডউ িডিভ (du dv) বসােনার েপছেনর আসল জাদু। জয্ােকািবয়ান হেলা েসই
েলাকাল জুম েলন্স যা বেল িদেচ্ছ স্থানাঙ্ক পিরবতর্েনর ফেল েক্ষতৰ্ফল কতটুকু পৰ্সািরত বা সংকুিচত হেলা!

কােতর্সীয় েথেক েপালার: পৰ্থমত জয্ািমিতক পৰ্মাণ
েপালার স্থানােঙ্ক আমরা (x, y) এর বদেল (r, θ) বয্বহার কির। চেলা েকােনা ময্ািটৰ্ক্স সূতৰ্ হুবহু মুখস্ত না কের
েকবল জয্ািমিতক ছিব কল্পনা কের এর েক্ষতৰ্ফেলর পিরবতর্ন েবর কির।

dA
dr

dr

rdθ

(r + dr)dθ

θ

উৎস (0,0)

িচতৰ্ ২: েপালার িগৰ্েড একিট কু্ষদৰ্ আয়তাকার অংশ (Wedge-shaped element)
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িচেতৰ্ েদেখা, লাল রেঙর েশড েদওয়া েপালার িগৰ্েডর অংশিটর েক্ষতৰ্ফল হেলা dA। তুিম যিদ এেক খুব
জুম কের েদেখা, তেব এিট একিট বাঁকােনা আয়তেক্ষেতৰ্র মেতা লাগেব। এই আয়তেক্ষতৰ্িটর দুই পােশর ৈদঘর্য্
কী কী?

• বয্াসাধর্ বরাবর এর েসাজা ৈদঘর্য্ হেলা dr।

• চাপ বরাবর এর পৰ্স্থ িনভর্র কের এিট েকন্দৰ্ েথেক কতটা দূের আেছ তার ওপর। বৃত্তচােপর সূতৰ্ s = rθ

েথেক আমরা জািন, কু্ষদৰ্ েকাণ dθ এর জনয্ চাপ হেব rdθ।

সুতরাং কু্ষদৰ্ েক্ষতৰ্ফলিট হেব এেদর গুণফল:

dA ≈ (dr)(rdθ) = r dr dθ

ময্ািজেকর মেতা একিট এক্সটৰ্া r এেস হািজর হেলা! েকন্দৰ্ েথেক যত দূের যােব, একই dr আর dθ িদেয় ৈতির
িগৰ্ড বক্সগুেলা তত বড় হেত থাকেব। এই বৃিদ্ধ বা েস্কিলং েরিশওটাই হেলা r।

কােতর্সীয় েথেক েপালার: জয্ােকািবয়ােনর সাহােযয্ পৰ্মাণ
এবার চেলা আমরা আমােদর মহাশিক্তশালী জয্ােকািবয়ান েমথড িদেয় এই r এর উপিস্থিত পৰ্মাণ কির। কােতর্সীয়
ও েপালােরর সম্পকর্ হেলা:

x = r cos θ, y = r sin θ

আমরা ∂(x,y)
∂(r,θ)

জয্ােকািবয়ান ময্ািটৰ্ক্সিট ৈতির কির:

Jacobian for Polar Coordinates

J =

(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
=

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
এবার এই ময্ািটৰ্েক্সর িডটারিমনয্ান্ট (Determinant) েবর কেরা:

det(J) = (cos θ)(r cos θ)− (−r sin θ)(sin θ)

det(J) = r cos2 θ + r sin2 θ = r(cos2 θ + sin2 θ) = r

দুেটা পদ্ধিতই আমােদর একদম একই জায়গায় েপৗঁেছ িদল! dxdy = det(J)drdθ = r dr dθ।
এিট শুধু কাকতালীয় নয়, বরং এটাই পৰ্মাণ কের েয আমােদর জয্ািমিতক অন্তদৃর্িষ্ট (Geometric Insight)
এবং জয্ােকািবয়ােনর বীজগিণতীয় কাঠােমা একই সূেতৰ্র দুই িপঠ। জয্ােকািবয়ান মূলত জয্ািমিতক েস্টৰ্িচংেকই
কয্ালকুলােসর ভাষায় বলেছ!
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পৰ্বেলম সলিভং ইনসাইটস (Problem Solving Insights)
Tips & Tricks with Jacobian

১. সিঠক রূপান্তর িনবর্াচন (Choosing the Right Transformation): ইিন্টেগৰ্শেনর সীমা
(limits) বা ফাংশনিট যিদ অদু্ভত আকৃিতর হয়, তেব এমন একিট রূপান্তর ভাবেব যা এেক
সহজ (েযমন বৃত্ত বা আয়তেক্ষতৰ্) কের েতােল। েযমন উপবৃেত্তর সমীকরণ x2

a2
+ y2

b2
= 1 থাকেল,

x = au, y = bv ধের িনেল এিট একিট সহজ বৃত্ত u2+v2 = 1 হেয় যায়। তখন জয্ােকািবয়ান হেব ab।

২. ইনভাসর্ জয্ােকািবয়ান (Inverse Jacobian Property): মােঝ মােঝ ফাংশনগুেলা এমনভা-
েব েদওয়া থােক েয, x, y িদেয় u, v িনেদর্শ করা সহজ িকন্তু u, v িদেয় x, y েবর করা কিঠন।
ঘাবড়ােনার িকছু েনই! ইনভাসর্ ময্ািটৰ্েক্সর পৰ্পািটর্ েথেক আমরা জািন, det(Ju,v) = 1

det(Jx,y) অথর্াৎ,
উেল্টা ময্ািটৰ্েক্সর িডটারিমনয্ান্ট েবর কের তােক উেল্ট িদেলই কাজ েশষ!

উনু্মক্ত িচন্তা ও পৰ্য্াকিটস (Problems for Open-Ended Exploration)
1. েগালকীয় স্থানাঙ্ক (Spherical Coordinates): িথ্ৰ-িড েস্পেস েস্ফিরকয্াল েকাঅিডর্েনেটর রূপান্তরগুেলা

হেলা:
x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ, z = ρ cosϕ

এর জয্ােকািবয়ান ময্ািটৰ্ক্সিট (যা একিট 3×3 ময্ািটৰ্ক্স হেব) েবর কেরা এবং েদখাও েয এর িডটারিমনয্ান্ট
হেলা ρ2 sinϕ। এিট জয্ািমিতর সাহােযয্ (একিট েছাট িথ্ৰ-িড েস্ফিরকয্াল ওেয়জ ছিব এঁেক) কীভােব পৰ্মাণ
করেব?

2. গাউিসয়ান ইিন্টগৰ্াল জাদুকরী (Gaussian Integral): পৃিথবীর অনয্তম িবখয্াত একিট ইিন্টেগৰ্শন হেলা∫∞
−∞ e−x2

dx। এেক সরাসির সমাধান করা পৰ্ায় অসম্ভব। িকন্তু যিদ এেক বগর্ কের ডাবল ইিন্টগৰ্ােল
িনেয় dxdy এর জায়গায় জয্ােকািবয়ান বয্বহার কের েপালার েকাঅিডর্েনেট r dr dθ েত রূপান্তর করা
যায়, তেব এিট মুহূেতর্ই সমাধান হেয় যায়। তুিম িক এিট েচষ্টা কের েদখেত পারেব?

3. রমব্েসর েক্ষতৰ্ফল (Area of a Parallelogram): চারিট েরখা িদেয় েঘরা একিট চতুভুর্জ: y = 2x, y =

2x− 3, y = −x, y = −x+ 4। u = y − 2x এবং v = y + x ধের জয্ােকািবয়ােনর ইনভাসর্ রুল
বয্বহার কের এর েক্ষতৰ্ফল েবর কেরা।
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