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গিণেতর জগেত অেনক জিটল সমসয্া আেছ েযগুেলা সমাধান করেত েগেল মেন হয় েযন েকােনা েগালকধাঁধায়
আটেক েগিছ। িবেশষ কের কিমব্েনটিরক্স (Combinatorics) ও িডফােরনিশয়াল ইকুেয়শেনর েক্ষেতৰ্। আজ আিম
েতামােক এমন একিট জাদুর কািঠর সােথ পিরচয় কিরেয় েদব যােক বলা হয় েজনােরিটং ফাংশন (Generating
Function), এবং এর সােথ যুক্ত একিট দারুণ িবষয় িলেজন্ডার পিলেনািময়াল (Legendre Polynomials)।
চেলা, শুরু করা যাক!

েজনােরিটং ফাংশন: ময্ািজক বাক্স
ধেরা, েতামােক একিট ধারার (sequence) অেনকগুেলা সংখয্া েদয়া হেলা: a0, a1, a2, a3, . . . । এেদর িনেয়
কাজ করা অেনক সময় এেলােমেলা মেন হেত পাের। েজনােরিটং ফাংশন মূলত এই ধারািটেক একিট পিলেনািময়াল
বা পাওয়ার িসিরেজর সহগ (coefficient) িহেসেব সািজেয় একিট মাতৰ্ ফাংশেনর েভতর বিন্দ কের েফেল!

Definition: Generating Function

একিট ধারা a0, a1, a2, . . . এর জনয্ অিডর্নাির েজনােরিটং ফাংশন G(x) হেলা:

G(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · =
∞∑
n=0

anx
n

এখােন x এর েকােনা সুিনিদর্ষ্ট মান েনই। x হেলা েকবল একিট "েপ্লসেহাল্ডার" (placeholder) যা
আমােদর বেল িদেচ্ছ েকান সহগিট ধারার কততম পদ।

তুিম হয়েতা ভাবছ, "ভাইয়া, এটা কের কী লাভ?" একিট উদাহরণ িদেল পিরষ্কার হেব।

েজিলিবয়ান ও কেয়েনর িহসাব
ধরা যাক, তুিম একিট েদাকান েথেক েজিলিবয়ান িকনেত চাও। লাল, নীল এবং সবুজ েজিলিবয়ান আেছ। শতর্
হেলা, েতামােক িঠক ২টা লাল েজিলিবয়ান িনেত হেব, েজাড় সংখয্ক নীল িনেত হেব এবং সবুজ েজিলিবয়ান
৩টার েবিশ েনয়া যােব না। তুিম েমাট N িট েজিলিবয়ান কতভােব িনেত পারেব?

এই সমসয্ািটেক িপৰ্িন্সপাল অফ ইনকু্লশন-এক্সকু্লশন (PIE) িদেয় করেত েগেল জীবন েতজপাতা হেয় যােব।
িকন্তু েজনােরিটং ফাংশন িদেয় এিট খুব সহজ:

• লাল রেঙর জনয্: শুধু ২টা েনয়া যােব। এর পিলেনািময়াল: x2

• নীল রেঙর জনয্: েজাড় সংখয্ক (0, 2, 4, . . . )। পিলেনািময়াল: 1 + x2 + x4 + · · · = 1
1−x2

• সবুজ রেঙর জনয্: ৩টার েবিশ নয় (0, 1, 2, 3)। পিলেনািময়াল: 1 + x+ x2 + x3

এেদর গুণ করেলই তুিম েতামার েজনােরিটং ফাংশন েপেয় যােব!

G(x) = x2 ·
(

1

1− x2

)
· (1 + x+ x2 + x3)

এই G(x) েক িবস্তার (expand) করেল xN এর েয সহগ পােব, েসিটই হেলা N িট েজিলিবয়ান বাছাই করার
উপায়!

একইভােব, তুিম কয্ািশয়ার ভাইয়ার কােছ খুচরা করার ময্াথও করেত পােরা (েযমন ১ টাকার, ২ টাকার ও
৫ টাকার কেয়ন িদেয় কীভােব ১০০ টাকা বানােব)। এর েজনােরিটং ফাংশন হেলা:

1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x5
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েডিরেভিটভ ও িসিরেজর েকৗশল
আমােদর সুপিরিচত একিট িসিরজ হেলা:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + . . .

যিদ তুিম দুই পােশ েডিরেভিটভ (derivative) কেরা, তেব পােব:

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . .

এভােব কয্ালকুলাস বয্বহার কের আমরা নতুন নতুন ধারার েজনােরিটং ফাংশন ৈতির করেত পাির।

3b1b এর িবখয্াত পৰ্বেলম: সাবেসট এবং রুটস অফ ইউিনিট
িবখয্াত ইউিটউব চয্ােনল 3Blue1Brown (3b1b) এর একিট অসাধারণ কিমব্েনটিরক্স সমসয্া েদেখা। ধেরা,
েতামার কােছ একিট েসট আেছ {1, 2, . . . , 2000}। এর কতগুেলা সাবেসেটর উপাদানগুেলার েযাগফল িঠক
5 দব্ারা িবভাজয্ হেব?

েতামােক যিদ নরমাল িনয়েম (Brute-force) করেত বলা হয়, তাহেল 22000 িট সাবেসট েচক করেত হেব,
যা অসম্ভব! পৰ্থেম মেন হেত পাের, েযেহতু ৫ িট সংখয্ার মেধয্ একিট ৫ িদেয় িবভাজয্, তাই েমাট সাবেসেটর 1

5

অংশ হেব উত্তর। িকন্তু েজনােরিটং ফাংশন এবং কমেপ্লক্স নামব্ার িদেয় আমরা এর িনখঁুত মান পােবা। সমীকরণিট
হেলা:

f(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · (1 + x2000)

তুিম যিদ এেক গুণ কের িবস্তার কেরা, তেব xn এর সহগ হেব িঠক েসই সাবেসটগুেলার সংখয্া যােদর েযাগফল
n।

এখন 5 দব্ারা িবভাজয্ পদগুেলা েবর করেত আমরা িফল্টার িহেসেব Roots of Unity (একেকর মূল)
বয্বহার করব। একেকর ৫-তম মূলিট হেলা ζ = e2πi/5। আমরা যিদ ফাংশনিটেত 1, ζ, ζ2, ζ3 এবং ζ4 বিসেয়
তােদর গড় িনই, তেব ইন্টারফােরেন্সর (Cancellation) কারেণ শুধুমাতৰ্ 5 এর গুিণতক পদগুেলাই অবিশষ্ট
থাকেব!

িহসাব করেল েদখা যায়:

• x = 1 বসােল: f(1) = 22000 (এিট হেলা েসেটর েমাট সাবেসট)।

• x = −1 বসােল: f(−1) = 0 (এিট েবাঝায় েজাড় এবং িবেজাড় েযাগফেলর সাবেসট সমান অংেশ
িবভক্ত)।

• x = ζ বসােল: f(ζ) =
∏2000

k=1 (1+ ζk)� েযেহতু ζ5 = 1, পদগুেলা সাইেকল বা লুেপ ঘুরেত থােক।
পৰ্িতিট ৫ পেদর একিট সাইেকেলর মান িহসাব করেল আেস (1+ζ)(1+ζ2)(1+ζ3)(1+ζ4)(1+1) =
2। এমন ৪০০ িট সাইেকেলর গুণফল হেলা 2400। একইভােব f(ζ2) = f(ζ3) = f(ζ4) = 2400।

তাহেল 5 দব্ারা িবভাজয্ সাবেসেটর েমাট িনখঁুত সংখয্া হেব এেদর সবার গড়:

েমাট উপায় =
1

5

(
22000 + 4 · 2400

)
এিট একিট অসাধারণ উদাহরণ েয কীভােব ফুিরয়ার টৰ্ান্সফেমর্র (Fourier Transform) মূল িভিত্ত এবং কমেপ্লক্স
অয্ানালাইিসস বয্বহার কের আমরা িডসিকৰ্ট ময্ােথর এমন জিটল সমসয্া হাসেত হাসেত সমাধান কের েফলেত
পাির!
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িলেজন্ডার পিলেনািময়াল: নতুন এক ধারার জগত
এবার আমরা এমন এক ধরেণর পিলেনািময়ােলর সােথ পিরিচত হেবা যা িফিজক্স আর ময্ােথর অতয্ন্ত গুরুতব্পূণর্
একিট িবষয় — Legendre Polynomials বা িলেজন্ডার পিলেনািময়াল।

সাধারণত আমরা 1, x, x2, x3, . . . বয্বহার কের ফাংশন ৈতির কির। িকন্তু এই xn গুেলা [−1, 1] বয্বিধেত
অেথর্ােগানাল (orthogonal) নয়। অথর্াৎ, এেদর গুণ কের ইিন্টেগৰ্শন করেল মান শূনয্ হয় না।

গৰ্াম-িস্মট (Gram-Schmidt) পৰ্েসস বয্বহার কের আমরা েস্পেসর নতুন িকছু পিলেনািময়াল ৈতির করেত
পাির েযগুেলা এেক অপেরর সােথ লমব্ বা অেথর্ােগানাল। আর এগুেলাই হেলা িলেজন্ডার পিলেনািময়াল, Pn(x)!

Definition and Orthogonality

িলেজন্ডার পিলেনািময়াল Pn(x) হেলা এমন একিট পিলেনািময়াল ধারা যা [−1, 1] বয্বিধেত অেথর্ােগা-
নাল। অথর্াৎ: ∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx =

{
0, if m ̸= n

2
2n+1

, if m = n

এখােন Pn(x) এর সেবর্াচ্চ ঘাত বা িডিগৰ্ হেলা n। শতর্ হেচ্ছ, x = 1 িবনু্দেত সবসময় Pn(1) = 1
হেব।

রিদৰ্েগস ফমুর্লা (Rodrigues' Formula)
এই পিলেনািময়ালগুেলা েবর করার সবেচেয় সহজ উপায় হেলা রিদৰ্েগস ফমুর্লা। এিট েদখেত িকছুটা ভয়ানক
লাগেলও কাজ কের দারুণ!

Rodrigues’ Formula

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n]

চেলা, পৰ্থম কেয়কিট িলেজন্ডার পিলেনািময়াল েবর কির:

• n = 0: P0(x) =
1

20·0!
d0

dx0 [1] = 1

• n = 1: P1(x) =
1

21·1!
d
dx
[x2 − 1] = 1

2
(2x) = x

• n = 2: P2(x) =
1

22·2!
d2

dx2 [(x
2 − 1)2] = 1

8
d2

dx2 [x
4 − 2x2 + 1] = 1

8
(12x2 − 4) = 1

2
(3x2 − 1)

• n = 3: P3(x) =
1
2
(5x3 − 3x)
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First Six Legendre Polynomials
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িচতৰ্ ১: পৰ্থম কেয়কিট িলেজন্ডার পিলেনািময়ােলর গৰ্াফ।

পয্ািরিট পৰ্পািটর্জ (Parity Properties)
িলেজন্ডার পিলেনািময়ালগুেলা গভীরভােব েখয়াল করেল অসাধারণ একিট িজিনস েদখেত পােব।

• যখন n েজাড় (even), তখন Pn(x) একিট ইেভন ফাংশন। অথর্াৎ, Pn(−x) = Pn(x)। (েযমন
P0(x) = 1, P2(x) =

1
2
(3x2 − 1))

• যখন n িবেজাড় (odd), তখন Pn(x) একিট অড ফাংশন। অথর্াৎ, Pn(−x) = −Pn(x)। (েযমন
P1(x) = x, P3(x) =

1
2
(5x3 − 3x))

িলেজন্ডার িডফােরনিশয়াল ইকুেয়শন
িফিজেক্স (েযমন েকায়ান্টাম েমকািনক্স বা ইেলকেটৰ্াময্াগেনিটজম-এ) েস্পিরকয্াল েপালার েকাঅিডর্েনট িসেস্টেম
কয্ালকুেলশন করেত েগেল খুব পিরিচত একিট সমীকরণ েদখা যায়:

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0

এই সমীকরেণর সমাধানই হেলা আমােদর িলেজন্ডার পিলেনািময়াল y = Pn(x)!

Bonnet's Recursion Formula (েবােনেটর িরকারশন ঘাপলা!)
পৰ্িতবার েডিরেভিটভ কের Pn(x) েবর করা েবশ ঝােমলার। তাই কিম্পউেটশন সহজ করেত একিট দারুণ
িরকারশন বা পুনরাবৃিত্ত সূতৰ্ আেছ:

Bonnet’s Recursion Formula

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

তুিম P0(x) = 1 এবং P1(x) = x জানেলই এই সূতৰ্ িদেয় বািক সবগুেলা পিলেনািময়াল েবর কের
েফলেত পারেব। িনেজ টৰ্াই কের েদখেত পােরা!
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িলেজন্ডার পিলেনািময়ােলর েজনােরিটং ফাংশন: বৃেত্তর অবসান
বেলা েতা, আমরা শুরুেত েজনােরিটং ফাংশন িনেয় েকন আেলাচনা কেরিছলাম? হয্াঁ, তুিম িঠক ধেরেছা! িলেজন্ডার
পিলেনািময়ালগুেলারও একিট অসাধারণ েজনােরিটং ফাংশন আেছ।

যিদ আমরা একিট পাওয়ার িসিরজ ৈতির কির েযখােন tn এর সহগ হেব Pn(x), তেব আমরা পাই:

G(x, t) =
∞∑
n=0

Pn(x)t
n =

1√
1− 2xt+ t2

এিট পদাথর্িবজ্ঞােন পেটনিশয়াল বা িবভব িহসাব করার সময় বয্াপকভােব বয্বহৃত হয়। েযমন একিট আধােনর
জনয্ েস্পেসর েকােনা িবনু্দেত িবভেবর মান েবর করেত এই েজনােরিটং ফাংশন জাদুর মেতা কাজ কের!

সােকর্ল েকাঅিডর্েনট িজওেমিটৰ্: সমসয্া ও সমাধান
েযেহতু আমরা অেনক িথওির েদখলাম, চেলা এবার িকছু বৃত্তীয় স্থানাঙ্ক জয্ািমিতর (Circle Coordinate
Geometry) সমসয্া েদিখ েযগুেলা িবিভন্ন অিলিম্পয়াড (েযমন AoPS) েথেক েনয়া। এর মাধয্েম আমােদর
গািণিতক যুিক্তর চচর্া হেব।

Problem 1 (AoPS)

একিট বৃেত্তর সমীকরণ হেলা x2 + y2 − 6x+ 8y = 0। এর েকন্দৰ্ (center) এবং বয্াসাধর্ (radius)
িনণর্য় কেরা।

সমাধান:
পৰ্থেম সমীকরণিটেক সাজাই:

(x2 − 6x) + (y2 + 8y) = 0

এখন পূণর্বগর্ (perfect square) বানােনার জনয্ েযাগ কির:

(x2 − 6x+ 9) + (y2 + 8y + 16) = 9 + 16

(x− 3)2 + (y + 4)2 = 25

এিট একিট আদশর্ বৃেত্তর সমীকরণ (x− h)2 + (y − k)2 = r2 এর সােথ িমেল যায়।
অতএব, েকন্দৰ্িট হেলা (h, k) = (3,−4) এবং বয্াসাধর্ r =

√
25 = 5।

Problem 2 (AoPS)

দুিট বৃত্ত C1 : x
2 + y2 = 25 এবং C2 : x

2 + y2 − 14x − 6y + 33 = 0। পৰ্মাণ কেরা েয, এরা
এেক অপরেক স্পশর্ কের।

সমাধান:
পৰ্থম বৃেত্তর েকন্দৰ্ O1(0, 0) এবং বয্াসাধর্ r1 = 5।
িদব্তীয় বৃত্তিটেক সাজাই:

(x2 − 14x+ 49) + (y2 − 6y + 9) = −33 + 49 + 9

(x− 7)2 + (y − 3)2 = 25
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িদব্তীয় বৃেত্তর েকন্দৰ্ O2(7, 3) এবং বয্াসাধর্ r2 = 5।
েকন্দৰ্দব্েয়র মধয্বতর্ী দূরতব্:

d =
√

(7− 0)2 + (3− 0)2 =
√
49 + 9 =

√
58 ≈ 7.61

িকন্তু r1 + r2 = 10 ̸=
√
58 এবং |r1 − r2| = 0। এখােন মেন হেচ্ছ বৃত্তদব্য় স্পশর্ কের না, বরং এেক

অপরেক েছদ কের। (AoPS এর এই ময্াথিটেত সাধারণত বয্াসােধর্র েযাগফল বা িবেয়াগফল দূরেতব্র সমান
িকনা তা েচক করা হয়। চেলা সিঠক শতর্িট মেন রািখ: স্পশর্ করেল d = r1 + r2 বা d = |r1 − r2| হেব)।

Problem 3 (Power of a Point)

একিট িবনু্দ P (8, 6) েথেক x2 + y2 = 25 বৃেত্তর উপর অিঙ্কত স্পশর্েকর (tangent) ৈদঘর্য্ কত?

সমাধান:
পাওয়ার অফ এ পেয়েন্টর কনেসপ্ট েথেক আমরা জািন, স্পশর্েকর ৈদঘর্য্ l হেল, l =

√
x2
0 + y20 − r2 (যখন

সমীকরণ x2 + y2 − r2 = 0)।

l =
√
82 + 62 − 25

l =
√
64 + 36− 25 =

√
100− 25 =

√
75 = 5

√
3

অতএব, স্পশর্েকর ৈদঘর্য্ 5
√
3 একক।

Problem 4 (Orthogonal Circles)

পৰ্মাণ কেরা েয x2 + y2 − 2x + 4y − 4 = 0 এবং x2 + y2 + 6x + 8y = 0 বৃত্ত দুিট পরস্পর
অেথর্ােগানালভােব (লমব্ভােব) েছদ কের।

সমাধান:
দুিট বৃত্ত x2 + y2 + 2g1x+ 2f1y + c1 = 0 এবং x2 + y2 + 2g2x+ 2f2y + c2 = 0 অেথর্ােগানালভােব
েছদ করার শতর্ হেলা: 2g1g2 + 2f1f2 = c1 + c2।
পৰ্থম বৃেত্তর জনয্: g1 = −1, f1 = 2, c1 = −4

িদব্তীয় বৃেত্তর জনয্: g2 = 3, f2 = 4, c2 = 0

শতর্ যাচাই কির:
বামপক্ষ = 2(−1)(3) + 2(2)(4) = −6 + 16 = 10
ডানপক্ষ = −4 + 0 = −4
এখােন 10 ̸= −4, কােজই বৃত্তদব্য় অেথর্ােগানাল নয়। মেন েরেখা, মােঝ মােঝ পৰ্েশ্ন েদওয়া শতর্ সতয্ নাও হেত
পাের! েতামােদর কাজ হেলা েকবল অেন্ধর মেতা পৰ্মাণ না কের শতর্গুেলা িঠকমত িমিলেয় েদখা।

Problem 5 (Common Chord)

দুিট বৃত্ত S1 ≡ x2 + y2 − 4x − 6y + 4 = 0 এবং S2 ≡ x2 + y2 − 2x − 8y + 4 = 0 এর
সাধারণ জয্া (common chord) এর সমীকরণ ও ৈদঘর্য্ িনণর্য় কেরা।

সমাধান:
সাধারণ জয্া এর সমীকরণ েবর করা খুব সহজ! এিট হেলা S1 − S2 = 0।

(x2 + y2 − 4x− 6y + 4)− (x2 + y2 − 2x− 8y + 4) = 0

−2x+ 2y = 0 =⇒ y = x
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এবার ৈদঘর্য্ েবর করার জনয্ পৰ্থম বৃেত্তর েকন্দৰ্ ও বয্াসাধর্ েবর কির।
েকন্দৰ্ C(2, 3), বয্াসাধর্ r =

√
22 + 32 − 4 =

√
4 + 9− 4 = 3।

েকন্দৰ্ C(2, 3) েথেক x− y = 0 েরখার লমব্ দূরতব্ d:

d =
|2− 3|√
12 + (−1)2

=
1√
2

সাধারণ জয্া এর ৈদঘর্য্ = 2
√
r2 − d2 = 2

√
9− 1

2
= 2

√
17
2
=

√
34 ≈ 5.83।
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