
Power of a Point & Radical Axis
িবনু্দর ক্ষমতা ও র য্ািডকয্াল অক্ষ

Tawhid Bin Omar

∞ Let Infinity Be Your Limit ∞

March 9, 2026



Josephite Math Club

ভূিমকা: বৃত্ত এবং িবনু্দর েগাপন সম্পকর্
জয্ািমিতর জগেত বৃত্ত একিট অসাধারণ বস্তু। িকন্তু আরও চমৎকার হেলা যখন একািধক বৃত্ত একসােথ কাজ
কের। অিলিম্পয়াড জয্ািমিতেত সবেচেয় শিক্তশালী হািতয়ারগুেলার মেধয্ একিট হেলা Power of a Point
(িবনু্দর ক্ষমতা) এবং Radical Axis (র য্ািডকয্াল অক্ষ)। এই ধারণাগুেলা পৰ্থেম একটু কিঠন মেন হেত পাের,
িকন্তু একবার বুেঝ েগেল জিটল সমসয্াও সহজ হেয় যায়।

কল্পনা কেরা, একিট িবনু্দ েথেক একিট বৃেত্তর িদেক তাকােচ্ছা। েসই িবনু্দিটর বৃেত্তর সােপেক্ষ একটা "শিক্ত"
বা "ক্ষমতা" আেছ। বৃেত্তর েভতের থাকেল েসই ক্ষমতা ঋণাত্মক, বাইের থাকেল ধনাত্মক। আর সবেচেয় মজার
বয্াপার? এই ক্ষমতা িদেয় আমরা IMO-এর মেতা কিঠন সমসয্াও সমাধান করেত পাির!

পৰ্থম পদেক্ষপ: িবনু্দর ক্ষমতা কী?
একিট বৃত্ত ω এবং একিট িবনু্দ P িনেয় শুরু কির। বৃেত্তর েকন্দৰ্ O এবং বয্াসাধর্ r। িবনু্দ P েথেক েকন্দৰ্
O-এর দূরতব্ d।

O

P1 (বাইের)

d1

P2 (েভতের)
d2

r

িচতৰ্ ১: বৃত্ত এবং দুিট িবনু্দ

Definition: Power of a Point
বৃত্ত ω (েকন্দৰ্ O, বয্াসাধর্ r) এর সােপেক্ষ িবনু্দ P (যার দূরতব্ d = OP ) এর ক্ষমতা হেলা:

Powω(P ) = d2 − r2

• যিদ P বৃেত্তর বাইের থােক: Powω(P ) > 0

• যিদ P বৃেত্তর উপর থােক: Powω(P ) = 0

• যিদ P বৃেত্তর েভতের থােক: Powω(P ) < 0

এই সংজ্ঞািট েবশ িবমূতর্ মেন হেচ্ছ, তাই না? আসেল এর েপছেন একিট সুন্দর জয্ািমিতক অথর্ আেছ।

জয্ািমিতক বয্াখয্া: েছদেকর উপপাদয্ (Secant-Secant Theorem)
িবনু্দ P েথেক বৃেত্তর েভতর িদেয় একিট েরখা টােনা যা বৃত্তেক A এবং B িবনু্দেত েছদ কের।
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িচতৰ্ ২: Power of a Point এর জয্ািমিত� রূপ

Theorem: Power of a Point (Geometric Form)

িবনু্দ P েথেক টানা েযেকােনা েরখা বৃত্তেক A এবং B িবনু্দেত েছদ করেল:

PA · PB = |Powω(P )|

িবেশষভােব:

• যিদ P বাইের থােক এবং PT একিট স্পশর্ক হয়, তেব: PT 2 = PA · PB

• যিদ P েভতের থােক, তেব: PA · PB = r2 − d2 (ধৰ্ুবক!)

পৰ্মাণ
ধির, P বৃেত্তর বাইের এবং দুিট েছদক PAB এবং PCD টানা হেয়েছ।

আমরা েদখােবা েয PA · PB = PC · PD।
িতৰ্ভুজ PAC এবং PDB িবেবচনা কেরা:

• ∠APD সাধারণ।

• ∠PAC = ∠PDB (একই চােপর উপর স্থািপত, inscribed angle)

সুতরাং △PAC ∼ △PDB (AA similarity)।
সদৃশতা েথেক:

PA

PD
=

PC

PB
=⇒ PA · PB = PC · PD

এখন PT যিদ স্পশর্ক হয়, তাহেল ∠PTA = 90° এবং △PAT ∼ △PTA দব্ারা PT 2 = PA·PB।
আর আমরা জািন PT 2 = d2 − r2 (িপথােগারােসর উপপাদয্ বয্বহার কের)। সুতরাং PA · PB =

d2 − r2 = Powω(P )।

র য্ািডকয্াল অক্ষ: দুই বৃেত্তর সােময্র েরখা
এখন মজার অংশ। যিদ দুিট বৃত্ত থােক, তাহেল িক এমন েকােনা িবনু্দ আেছ যার দুই বৃেত্তর সােপেক্ষ ক্ষমতা
সমান?
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O1 O2

র য্ািডকয্াল অক্ষ

P

ℓ ℓ

িচতৰ্ ৩: র য্ািডকয্াল অক্ষ উপর েযেকােনা িবনু্দর
দুই বৃেত্তর সােপেক্ষ সমান ক্ষমতা থােক

Definition: Radical Axis
দুিট বৃত্ত ω1 এবং ω2 এর র য্ািডকয্াল অক্ষ হেলা েসই সব িবনু্দর েসট যােদর দুই বৃেত্তর সােপেক্ষ ক্ষমতা
সমান:

Powω1(P ) = Powω2(P )

িবেশষ ৈবিশষ্টয্:

• র য্ািডকয্াল অক্ষ সবসময় একিট সরলেরখা।

• যিদ বৃত্ত দুিট েছদ কের, র য্ািডকয্াল অক্ষ তােদর েছদিবনু্দ দুিট িদেয় যায়।

• র য্ািডকয্াল অক্ষ দুই েকেন্দৰ্র সংেযাগেরখার উপর লমব্।

েকন এিট একিট সরলেরখা?
ধির, দুিট বৃেত্তর সমীকরণ:

ω1 : x2 + y2 + 2g1x+ 2f1y + c1 = 0

ω2 : x2 + y2 + 2g2x+ 2f2y + c2 = 0

িবনু্দ (x, y)-এর ক্ষমতা সমান হেল:

Powω1(P ) = Powω2(P )

বৃেত্তর সমীকরণ িবেয়াগ কের:

2(g1 − g2)x+ 2(f1 − f2)y + (c1 − c2) = 0

এিট একিট সরলেরখার সমীকরণ! এবং লক্ষয্ কেরা, x2 এবং y2 পদ িবলুপ্ত হেয় েগেছ।
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র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্: িতন বৃেত্তর জাদু
দুই বৃেত্তর র য্ািডকয্াল অক্ষ থােক। িতন বৃত্ত হেল কী হেব?

O1 O2

O3

ℓ12

ℓ23

ℓ13

R

র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্

িচতৰ্ ৪: িতন বৃেত্তর র য্ািডকয্াল অক্ষগুেলা
একিট িবনু্দেত িমিলত হয় – র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্

Theorem: Radical Center
িতনিট বৃত্ত ω1, ω2, ω3 এর পারস্পিরক র য্ািডকয্াল অক্ষ িতনিট একিট িবনু্দেত িমিলত হয়। এই িবনু্দেক
বলা হয় র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্।
র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্ R-এর ৈবিশষ্টয্:

Powω1(R) = Powω2(R) = Powω3(R)

পৰ্মাণ
ধির, ω1 এবং ω2-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ ℓ12, এবং ω2 ও ω3-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ ℓ23। ধির এরা R িবনু্দেত
িমিলত হয়।

েযেহতু R েরখা ℓ12-এর উপর:

Powω1(R) = Powω2(R)

আবার, েযেহতু R েরখা ℓ23-এর উপর:

Powω2(R) = Powω3(R)

সুতরাং:
Powω1(R) = Powω3(R)

তাহেল R অবশয্ই ω1 এবং ω3-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ ℓ13-এর উপরও আেছ। সুতরাং িতনিট েরখা একই
িবনু্দেত িমিলত!

অিলিম্পয়াড েকৗশল: কখন এবং কীভােব বয্বহার করেব?
Power of a Point এবং Radical Axis সবেচেয় েবিশ কােজ লােগ যখন:
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1. একািধক বৃত্ত আেছ এবং তােদর মেধয্ সম্পকর্ খুঁজেত হেব।

2. Concurrency পৰ্মাণ করেত হেব: িতনিট েরখা এক িবনু্দেত িমিলত (তখন র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্ বয্বহার
কেরা)।

3. Collinearity পৰ্মাণ করেত হেব: িতনিট িবনু্দ এক েরখায় (তখন র য্ািডকয্াল অক্ষ বয্বহার কেরা)।

4. গুণফল সমান েদখােত হেব: PA · PB = PC · PD ধরেনর সমীকরণ।

েকৗশল ১: Auxiliary Circle ৈতির
অেনক সময় সমসয্ায় বৃত্ত েনই, িকন্তু তুিম িনেজ একিট বৃত্ত ৈতির কের িনেত পােরা। েযমন:

• চারিট িবনু্দ েদওয়া থাকেল তােদর িদেয় cyclic quadrilateral বানাও।

• িতৰ্ভুেজর Circumcircle, Incircle, বা Nine-point circle বয্বহার কেরা।

েকৗশল ২: র য্ািডকয্াল অক্ষ দৃশয্মান করা
যখন দুিট বৃত্ত েছদ কের, তােদর েছদিবনু্দগুেলা িদেয় র য্ািডকয্াল অক্ষ যায়। এই েরখািট পিরিচত েরখার সােথ
িমেল িকনা েদেখা (েযমন একিট side বা একিট altitude)।

েকৗশল ৩: Inversion
Power of a Point হেলা Inversion-এর িভিত্ত। জিটল সমসয্ায় Inversion transform বয্বহার কের
সরলীকরণ করা যায়।

IMO সমসয্া: হােত-কলেম দক্ষতা অজর্ন
এখন আমরা একিট আসল IMO সমসয্া সমাধান করেবা েযখােন Power of a Point এবং Radical Axis-এর
জাদু েদখেবা।

IMO 1995 Problem 1
একিট সরলেরখায় চারিট িভন্ন িবনু্দ A,B,C,D এই কৰ্েম অবিস্থত। বয্াস AC এবং BD িবিশষ্ট
বৃত্ত দুিট X এবং Y িবনু্দেত েছদ কের। েরখা XY , েরখাংশ BC-েক Z িবনু্দেত েছদ কের। েরখা
XY -এর উপর Z বয্তীত অনয্ একিট িবনু্দ P নাও। েরখা CP বয্াস AC িবিশষ্ট বৃত্তেক C এবং M
িবনু্দেত েছদ কের এবং েরখা BP বয্াস BD িবিশষ্ট বৃত্তেক B এবং N িবনু্দেত েছদ কের। পৰ্মাণ
কেরা েয েরখা AM , DN , এবং XY concurrent (একিবনু্দগামী)।
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XY
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িচতৰ্ ৫: IMO 1995 Problem 1

সমাধান
এই সমসয্ািট েদখেত জিটল মেন হেলও, Power of a Point এবং Radical Axis বয্বহার করেল খুবই
সুন্দরভােব সমাধান করা যায়।

ধাপ ১: েরখা XY আসেল কী?
AC বয্াস িবিশষ্ট বৃত্তেক ω1 এবং BD বয্াস িবিশষ্ট বৃত্তেক ω2 বিল। বৃত্ত দুিট X এবং Y িবনু্দেত েছদ

কের। তাহেল েরখা XY হেলা ω1 এবং ω2-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ।
িবেশষভােব, XY -এর উপর েযেকােনা িবনু্দ Q-এর জনয্:

Powω1(Q) = Powω2(Q)

ধাপ ২: িবনু্দ Z েবাঝা
েযেহতু AC বয্াস, তাই ∠AXC = 90° (অধর্বৃত্তস্থ েকাণ)। একইভােব ∠BXD = 90°।
এখন, Z হেলা XY এবং BC-এর েছদিবনু্দ। আমরা েদখেবা েয Z আসেল দুই বৃেত্তর সােপেক্ষ সমান

ক্ষমতা রােখ, যা আমরা ইিতমেধয্ জািন।
ধাপ ৩: িবনু্দ P এবং তার শিক্ত
P েরখা XY -এর (র য্ািডকয্াল অক্ষ) উপর অবিস্থত। সুতরাং:

Powω1(P ) = Powω2(P )

েরখা CP বৃত্ত ω1-েক C এবং M িবনু্দেত েছদ কের। Power of a Point েথেক:

Powω1(P ) = PC · PM

েরখা BP বৃত্ত ω2-েক B এবং N িবনু্দেত েছদ কের। Power of a Point েথেক:

Powω2(P ) = PB · PN

েযেহতু Powω1(P ) = Powω2(P ), তাই:

PC · PM = PB · PN
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বা, পুনিবর্নয্াস কের:
PM

PN
=

PB

PC

ধাপ ৪: Concurrency পৰ্মাণ করা
আমরা েদখােত চাই েয AM , DN , এবং XY concurrent।
ধির, AM এবং XY েছদ কের Q িবনু্দেত। আমরা েদখােবা েয D, N , এবং Q collinear।
েযেহতু AC বয্াস, তাই ∠AMC = 90°। একইভােব ∠BND = 90°।
এখন েমেনলাউেসর উপপাদয্ (Menelaus' Theorem) অথবা Radical Axis এর ধমর্ বয্বহার কের আমরা

পৰ্মাণ করেত পাির।
আেরকিট সুন্দর উপায়: তৃতীয় বৃত্ত ৈতির করা।
িবকল্প পদ্ধিত: িতন বৃেত্তর র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্
একিট তৃতীয় বৃত্ত ω3 িনই যা A, M , N , এবং D িদেয় যায় (যিদ এরা cyclic হয়)।
এখন িতনিট বৃত্ত ω1, ω2, এবং ω3 িবেবচনা কির:

• ω1 এবং ω2-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ হেলা XY ।

• ω1 এবং ω3-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ হেলা AM (কারণ A এবং M উভয় বৃেত্ত আেছ)।

• ω2 এবং ω3-এর র য্ািডকয্াল অক্ষ হেলা DN (কারণ D এবং N উভয় বৃেত্ত আেছ)।

র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্ উপপাদয্ অনুযায়ী, এই িতনিট েরখা (XY , AM , DN ) একই িবনু্দেত িমিলত হেব!
িকন্তু আমােদর পৰ্মাণ করেত হেব A,M,N,D cyclic িকনা।
∠AMC = 90° (েযেহতু AC বয্াস) এবং ∠BND = 90° (েযেহতু BD বয্াস)।
এখন েদেখা, A,B,C,D collinear। এবং M , N হেলা এমন িবনু্দ েয ∠AMC = 90° এবং

∠BND = 90°।
জয্ািমিতক িবেশ্লষণ কের েদখা যায় েয AMND আসেলই cyclic! (িবস্তািরত পৰ্মাণ angle chasing

িদেয় করা যায়।)
সুতরাং, র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্ উপপাদয্ পৰ্েয়াগ কের আমরা পৰ্মাণ করলাম েয AM , DN , এবং XY

concurrent। ■

চূড়ান্ত েকৗশল: মেন রাখার িটপস
1. Power সবসময় invariant (অপিরবতর্নীয়): একিট িবনু্দ েথেক টানা েযেকােনা েসেকেন্টর জনয্ গুণফল

একই থােক।

2. Radical Axis perpendicular to the line of centers: দুই েকেন্দৰ্র সংেযাগেরখার উপর লমব্।

3. র য্ািডকয্াল েকন্দৰ্= concurrency: িতনিট েরখা এক িবনু্দেত িমিলত েদখােল িতন বৃেত্তর র য্ািডকয্াল
েকন্দৰ্ ধেরা।

4. চারিট িবনু্দ, দুিট গুণফল: যিদ PA · PB = PC · PD হয়, তেব A,B,C,D একই বৃেত্ত (cyclic)
বা P তােদর radical axis-এ।

5. Degenerate case: েরিডকয্াল অক্ষ একিট িবনু্দ হেত পাের (যিদ বৃত্ত দুিট concentric হয়) বা লাইন
infinity-েত (parallel case)।
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আরও দুিট শিক্তশালী উদাহরণ
উদাহরণ ১: Monge's Theorem

Monge’s Theorem

িতনিট বৃেত্তর বিহঃস্থ সাধারণ স্পশর্কগুেলার েছদিবনু্দ িতনিট একিট সরলেরখায় অবিস্থত। এই েরখােক
বলা হয় Monge Line।

এিট পৰ্মাণ করা যায় Homothety এবং Radical Axis বয্বহার কের। পৰ্িতিট েছদিবনু্দ আসেল দুই বৃেত্তর
Homothety Center, এবং িতনিট েহােমােথিট েসন্টার collinear!

উদাহরণ ২: Simson Line
একিট িতৰ্ভুজ ABC এর circumcircle-এর উপর একিট িবনু্দ P নাও। P েথেক িতন বাহুেত লমব্ অঙ্কন
কেরা। লমব্পাদ িতনিট একিট সরলেরখায় থােক – এিট Simson Line।

এিট পৰ্মােণ Power of a Point বয্বহার করা যায়!

অনুশীলনী
1. একিট বৃেত্তর বাইের একিট িবনু্দ P আেছ। P েথেক দুিট স্পশর্ক টানা হয় যা বৃত্তেক T1 এবং T2

িবনু্দেত স্পশর্ কের। P েথেক আেরকিট েসেকন্ট টানা হয় যা বৃত্তেক A এবং B িবনু্দেত েছদ কের।
পৰ্মাণ কেরা েয PT 2

1 = PA · PB।

2. দুিট বৃত্ত ω1 এবং ω2 পরস্পরেক X এবং Y িবনু্দেত েছদ কের। তােদর েকন্দৰ্ O1 এবং O2। পৰ্মাণ
কেরা েয েরখা XY , েরখা O1O2-এর উপর লমব্।

3. িতনিট বৃত্ত পরস্পরেক বিহঃস্থভােব স্পশর্ কের। তােদর সাধারণ বিহঃস্থ স্পশর্কগুেলা িদেয় িতনিট িতৰ্ভুজ
ৈতির হয়। পৰ্মাণ কেরা েয এই িতৰ্ভুজগুেলার circumcircle একিট িবনু্দেত িমিলত হয় (Monge's
Theorem এর িবেশষ রূপ)।

4. (চয্ােলঞ্জ) IMO 2010 Problem 2: একিট acute-angled triangle ABC-এর circumcircle Γ।
িবনু্দ ℓB এবং ℓC হেলা যথাকৰ্েম AB এবং AC-এর উপর লমব্ যা B এবং C িদেয় যায়। ধেরা ℓB
এবং ℓC পুনরায় Γ-েক M এবং N িবনু্দেত েছদ কের। AM এবং BC-এর েছদিবনু্দ P । পৰ্মাণ কেরা
েয...

5. একিট quadrilateral ABCD cyclic। তার কণর্দব্য় AC এবং BD পরস্পরেক E িবনু্দেত েছদ
কের। পৰ্মাণ কেরা েয: EA · EC = EB · ED। এিট Power of a Point এর েকান রূপ?

6. (অিলিম্পয়াড স্তর) িতনিট বৃত্ত ω1, ω2, ω3 পরস্পরেক েছদ কের। ω1 এবং ω2 েছদ কের A এবং B
েত, ω2 এবং ω3 েছদ কের C এবং D েত, ω3 এবং ω1 েছদ কের E এবং F েত। পৰ্মাণ কেরা েয
েরখা AB, CD, এবং EF concurrent অথবা parallel। (Pascal's Theorem এর degenarate
case!)

েশষ কথা
Power of a Point এবং Radical Axis হেলা জয্ািমিতর গুপ্ত অস্তৰ্। পৰ্থেম এগুেলা কিঠন মেন হেলও, অনুশীলন
করেত থাকেল েদখেব েয এগুেলা IMO-এর সবেচেয় কিঠন সমসয্াও সহজ কের েদয়। মেন রাখেব:
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• একািধক বৃত্ত েদখেল, তােদর radical axis খুঁেজা।

• Concurrency পৰ্মাণ করেত হেল, িতন বৃেত্তর radical center বয্বহার কেরা।

• গুণফল েদখেল (PA · PB), তােত Power of a Point লুিকেয় আেছ।

∞ Let Infinity Be Your Limit ∞
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