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পৰ্েজিক্টভ জয্ািমিত অিলিম্পয়াড সমসয্ায় খুব কাযর্কর। েয জায়গায় ইউিক্লডীয় পদ্ধিতেত বারবার িবেশষ েকস
আলাদা করেত হয়, পৰ্েজিক্টভ দৃিষ্টেত েসখােন কাঠােমা অেনক পিরষ্কার েদখা যায়। এই েলখায় আমরা মূল ধারণা,
পৰ্ধান invariant, এবং দরকাির কেয়কিট িথওেরম সহজভােব গুিছেয় েদখব।

ইউিক্লডীয় জয্ািমিতেত সমান্তরাল েরখা কখনও েছদ কের না। এই একিট িনয়েমর কারেণ অেনক পৰ্মাণ
দুই ভােগ ভাঙেত হয়। এক ভাগ েছদকারী েরখার জনয্, আেরক ভাগ সমান্তরােলর জনয্। পৰ্েজিক্টভ জয্ািমিত এই
িবভাজন সিরেয় েদয়। এখােন েযেকােনা দুইিট িভন্ন েরখা একবার েছদ কের, আর ইউিক্লডীয় অেথর্ সমান্তরাল
েরখা অসীেমর একিট িবনু্দেত িমিলত হয়।

তাই আমরা সমতলেক িবসৃ্তত কির। পৰ্িতিট িদেকর জনয্ একিট কের অসীম িবনু্দ ধির। সব অসীম িবনু্দ
িমেল একিট নতুন েরখা ৈতির কের, যােক line at infinity বলা হয়। তখন দুইিট িনয়ম পুেরা িবষয়িট চালায়:

ℓ∞
P∞

m

n

িচতৰ্ ১: Euclidean-এ সমান্তরাল m,n েরখা projective-এ P∞ িবনু্দেত িমিলত হয়।

Fundamental Axioms of Projective Geometry

• েযেকােনা দুইিট িভন্ন িবনু্দ একিট একক েরখা িনধর্ারণ কের।

• েযেকােনা দুইিট িভন্ন েরখা একিট একক িবনু্দ িনধর্ারণ কের।

িবনু্দ আর েরখার এই সমতােক duality বলা হয়। এই ধারণা ধরেত পারেল অেনক িথওেরম েজাড়ায়
েজাড়ায় মেন রাখা সহজ হয়।

বীজগািণিতক মেডল িহেসেব projective plane P2 বয্বহার কির।

Definition: Homogeneous Coordinates

একিট িবনু্দর homogeneous coordinates হয়

[x : y : z],

েযখােন (x, y, z) ̸= (0, 0, 0) এবং

[x : y : z] = [λx : λy : λz]

েযেকােনা শূনয্ নয় এমন েস্কলার λ-এর জনয্ সতয্। ইউিক্লডীয় িবনু্দ (x, y)-েক িলিখ [x : y : 1]।
z = 0 হেল েসিট অসীেমর িবনু্দ।

Homogeneous coordinates বয্বহার করেল েরখার েছদ েবর করার পদ্ধিত সব েক্ষেতৰ্ একরকম থােক।
দুইিট েরখার সমীকরণ সমাধান করেলই একিট িবনু্দ পাওয়া যায়। েরখা ইউিক্লডীয় অেথর্ সমান্তরাল হেলও উত্তর
আেস, আর েসই িবনু্দ z = 0-এ পেড়।
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অিলিম্পয়ােডর দৃিষ্টেত পৰ্ধান পৰ্শ্ন হেলা projection কী রক্ষা কের। েকাণ রক্ষা পায় না। দূরতব্ রক্ষা পায়
না। েবিশরভাগ অনুপাতও রক্ষা পায় না। িকন্তু একিট খুব গুরুতব্পূণর্ পিরমাণ িস্থর থােক, েসিট cross ratio।

Definition: Cross Ratio
একই সরলেরখায় চারিট িভন্ন িবনু্দ A,B,C,D হেল cross ratio েলখা যায়:

CR(A,B,C,D) =
AC

BC
÷ AD

BD
.

A B C D

িচতৰ্ ২: একই সরলেরখায় A,B,C,D িবনু্দ িনেয় cross ratio িনধর্ািরত হয়।

Projection পৃথক ৈদঘর্য্ বদেল েদয়, িকন্তু cross ratio অপিরবিতর্ত থােক। এই invariant-ই পৰ্েজিক্টভ
সমসয্ায় িনভর্র করার মেতা সবেচেয় শক্ত হািতয়ারগুেলার একিট।

Harmonic division-এর সমসয্ায় এই ভাষা খুব কােজ লােগ। যিদ

CR(A,B,C,D) = −1,

তেব (C,D) হেলা (A,B)-এর সােপেক্ষ harmonic pair। Complete quadrilateral, conic-এর pole-
polar, এবং concurrency সমসয্ায় এিট বারবার েদখা যায়।

Ceva একিট েমৗিলক িথওেরম। িতৰ্ভুজ ABC-এD,E, F যথাকৰ্েম BC,CA,AB-এ থাকেল AD,BE,CF
সমিবনু্দ হেব তখনই যখন

BD

DC
· CE

EA
· AF
FB

= 1.

Menelaus একই ধরেনর collinearity শতর্ েদয়। পৰ্েজিক্টভ ভাষায় Ceva আর Menelaus এেক অপেরর
dual িববৃিত। তাই আলাদা সূতৰ্ িহেসেব নয়, েজাড়া িহেসেব েশখা েবিশ ফলদায়ক।

Pappus িথওেরম আেরকিট শিক্তশালী কাঠােমা েদখায়। এক েরখায় A,B,C এবং অনয্ েরখায় A′, B′, C ′

িনেল
AB′ ∩ A′B, AC ′ ∩ A′C, BC ′ ∩ B′C

এই িতনিট িবনু্দ সমেরখ হয়। এখােন েকাণ বা দূরেতব্র দরকার েনই। পুেরা বক্তবয্ incidence-িভিত্তক।
Pascal িথওেরম conic-এর েক্ষেতৰ্ একই ধারা বাড়ায়। একিট conic-এ ছয়িট িবনু্দ িনেল িবপরীত বা-

হুগুেলার িতনিট েছদিবনু্দ সমেরখ হয়। সব nondegenerate conic পৰ্েজিক্টভভােব সমতুলয্। তাই জিটল
conic-েক সহজ মেডেল পািঠেয় সমাধান কের ফল আবার িফিরেয় আনা যায়।

আেরকিট কাযর্কর েকৗশল হেলা অসুিবধাজনক িবনু্দেক অসীেম পাঠােনা। িচেতৰ্ সমান্তরাল েরখা েবিশ
থাকেল এমন projective map নাও যােত েসই িদকিট সসীম িবনু্দেত আেস। তখন সমসয্া parallelism
েথেক concurrency-েত রূপ েনয়, আর িবেশ্লষণ অেনক সহজ হয়।

পুেরা নমনীয়তার মূল কথা সহজ। Projective map incidence ও cross ratio রক্ষা কের, িকন্তু েকাণ
ও ৈদঘর্য্ রক্ষা কের না। তাই পৰ্েশ্ন যিদ শুধু েকান িবনু্দ েকাথায় আেছ এবং েকান েরখা েকাথায় েছদ কের এই
তথয্ লােগ, তাহেল পৰ্েজিক্টভ পদ্ধিত নাও।

একিট ধাপিভিত্তক ছিব মেন রােখা। Euclidean জয্ািমিত ৈদঘর্য্ ও েকাণ ধের। Affine জয্ািমিত েকাণ বাদ
িদেয় parallelism ও line ratio রােখ। Projective জয্ািমিত parallelism বাদ িদেয় incidence ও cross
ratio রােখ। ধােপ ধােপ েমিটৰ্ক তথয্ কেম, িকন্তু কাঠােমা পিরষ্কার হয়।

পৰ্েজিক্টভ জয্ািমিত ইউিক্লডীয় ধারণােক বাদ েদয় না, বরং েকাথায় েকান ধারণা বয্বহার করেত হেব তা
স্পষ্ট কের। েমিটৰ্ক পৰ্েশ্ন েমিটৰ্ক পদ্ধিত নাও। incidence-িভিত্তক পৰ্েশ্ন পৰ্েজিক্টভ টুল নাও। অিলিম্পয়ােড এই
িসদ্ধান্ত অেনক লমব্া গণনােক েছাট, পিরষ্কার পৰ্মােণ নািমেয় আেন।
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আরও গভীের: িভিত্ত েথেক উন্নত ধারণা
এখন উন্নত স্তেরর কাঠােমা েদিখ। পৰ্েজিক্টভ transformation-েক homogeneous coordinate-এ 3 × 3
invertible matrix িদেয় েলখা যায়, েযখােন scalar multiple একই transformation েবাঝায়। এই
group-েক PGL(3) বলা হয়। ফেল projective geometry শুধু িচতৰ্ নয়, group action-এর ভাষায়ও ধরা
যায়।

Point-line duality-েক আরও শক্তভােব বয্বহার করা যায়। একিট statement-এ point আর line
অদলবদল কের, incidence সম্পকর্ িঠক রাখেল নতুন একিট ৈবধ statement পাওয়া যায়। তাই theorem
পৰ্মােণর সময় অেনক েক্ষেতৰ্ একিট proof েথেক সেঙ্গ সেঙ্গ dual proof পাওয়া যায়। এিট শুধু স্মরেণ সাহাযয্
কের না, যুিক্তর কাঠােমাও েছাট কের।

Conic-েক projective দৃিষ্টেত quadratic form িদেয় েলখা হয়:

ax2 + bxy + cy2 + dxz + eyz + fz2 = 0.

এখােন matrix ভাষায় conic, tangent, polarity, pole-polar সম্পকর্ সব একসােথ েবাঝা যায়। এই
কাঠােমায় circle, ellipse, parabola, hyperbola আলাদা রূপ নয়, বরং projective-equivalent রূপ।
তাই কিঠন িচতৰ্েক সহজ canonical আকাের পাঠােনা একিট ৈবধ েকৗশল।

Cross ratio-এর শিক্ত আরও বােড় যখন তুিম pencils আর bundles বয্বহার কেরা। একই িবনু্দ িদেয় যা-
ওয়া চারিট েরখার cross ratio-ও সংজ্ঞািয়ত করা যায়, এবং projection-এর অধীেন েসিটও invariant থােক।
এই ভাবনা harmonic bundle, complete quadrilateral, এবং conic-এর tangent configuration-এ
সরাসির কােজ লােগ।

Desargues ও Pascal-Brianchon ধরেনর theorem-এ একিট বড় িশক্ষা আেছ: অেনক 2D statement
আসেল 3D incidence েথেক ছায়া িহেসেব আেস। এই projection viewpoint িনেল অেনক জিটল
collinearity/concurrency ফলেক এক েফৰ্েম আনা যায়। তাই projective geometry সমতল জয্ািম-
িতরও একিট meta-language িহেসেব কাজ কের।

Analytic িদেক েগেল birational map আর projective completion-এর ধারণা আেস। Affine
curve-েক projective closure িনেল infinity-েত েয point েযাগ হয়, তা singularity ও intersection
behavior বুঝেত সাহাযয্ কের। Algebraic geometry-র বড় অংশ এই projective completion-এর
উপর দাঁড়ায়।

সবেশেষ বড় ছিবটা হেলা: projective geometry েতামােক figure-এর অপৰ্েয়াজনীয় েমিটৰ্ক অংশ বাদ
িদেয় খাঁিট incidence কাঠােমা েদখেত েশখায়। অিলিম্পয়ােড এিট দৰ্ুত সমাধান েদয়, আর উচ্চতর গিণেত
এিট modern geometry-র দরজা খুেল েদয়।

অনুশীলনী সমসয্া
1. িতৰ্ভুজ ABC-এ D ∈ BC,E ∈ CA,F ∈ AB এবং

BD

DC
= 2,

CE

EA
= 3,

AF

FB
=

1

6
.

Ceva বয্বহার কের িনণর্য় কর AD,BE,CF সমিবনু্দ িক না।

2. িতৰ্ভুজ ABC-এর বাহুগুেলার সম্পৰ্সািরত েরখায় P,Q,R িবনু্দ আেছ, েযখােন

BP

PC
= 2,

CQ

QA
=

3

2
,

AR

RB
= −1

3
.

Menelaus-এর শতর্ পূরণ হেচ্ছ িক না যাচাই কর এবং P,Q,R সমেরখ িক না িসদ্ধান্ত নাও।
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3. একই সরলেরখায় A,B,C,D চারিট িবনু্দর জনয্

CR(A,B,C,D) =
AC

BC
÷ AD

BD
.

A = 0, B = 6, C = 2, D = 3 (affine coordinate) হেল cross ratio িনণর্য় কর।

4. পৰ্মাণ কর, CR(A,B,C,D) = CR(C,D,A,B)। তারপর একিট সংখয্াগত উদাহরেণ যাচাই কর।

5. েদখাও েয, CR(A,B,C,D) = −1 হেল C,D হেলা (A,B)-এর সােপেক্ষ harmonic pair।
একিট বাস্তব মান িনেয় িনেজ উদাহরণ ৈতির কের িহসাব কর।

6. Projective plane P2-এ [x : y : z] এবং [λx : λy : λz] একই িবনু্দ েবাঝায়। (ক) [2 : 4 : 6]-েক
সরল আকাের িলখ। (খ) এিট েকান Euclidean িবনু্দর সেঙ্গ িমেল তা িনণর্য় কর।

7. z = 0 েরখােক line at infinity ধরা হয়। বয্াখয্া কর েকন Euclidean সমান্তরাল দুইিট েরখার
intersection projective setting-এ z = 0-এ পেড়। একিট সহজ অয্ালেজিবৰ্ক উদাহরণ দাও।

8. িচেতৰ্ িতন েজাড়া সমান্তরাল েরখা থাকেল একিট projective transformation কল্পনা কের বয্াখয্া কর
কীভােব সমসয্ািটেক concurrency সমসয্ায় রূপ েদওয়া যায়। েতামার বয্াখয্ায় েকান েকান invariant
থাকেব তা িলখ।
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