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েটনসরেক শুরুেত কিঠন মেন হেত পাের। আসেল িবষয়িট ধােপ ধােপ খুব সব্াভািবক। এই েলখায় আমরা
পিরিচত েস্কলার ও েভক্টর েথেক শুরু কের েটনসেরর ধারণায় যাব, তারপর কেয়কিট সহজ উদাহরেণ েদখব
কীভােব এই ধারণা কােজ লােগ।

পৰ্থেম একিট মাতৰ্ সংখয্া নাও। এিটই েস্কলার। েযমন 5, −3, বা π।
এবার সমতেলর পৰ্িতিট িবনু্দর সােথ একিট সংখয্া জুিড়:

f(x, y) = x2 + y2.

এখােন (x, y) ∈ R2 হেল ফাংশনিট একিট মান েদয়। ধাতুর পােতর তাপমাতৰ্া ভাবেল ছিবটা পিরষ্কার হয়।
এিটই েস্কলার েক্ষতৰ্।

এখন কেয়কিট সংখয্া সািজেয় িলিখ:
v⃗ = (3, 4).

এিট েভক্টর। Rn-এ েভক্টর েযাগ করা যায়, েস্কলার িদেয় গুণ করা যায়। অক্ষ ঘুরেল উপাংশ বদলায়, িকন্তু
জয্ািমিতক তীর একই থােক।
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িচতৰ্ ১: েভক্টর v⃗ = (3, 4) েক স্থানাঙ্ক সমতেল েদখােনা।

পৰ্িতিট িবনু্দর সােথ েভক্টরও েজাড়া যায়:

F⃗ (x, y) = (x2 − y, xy).

এিটই েভক্টর েক্ষতৰ্। ইনপুট িবনু্দ, আউটপুট েভক্টর।
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িচতৰ্ ২: F⃗ (x, y) = (x2 − y, xy) ধরেনর একিট েভক্টর েক্ষেতৰ্র নমুনা িদকিচতৰ্।

িডফােরনিশেয়শন গঠনেক এক ধাপ বািড়েয় েদয়। যিদ

f(x, y) = x2 + y2,

তেব
∇f = (2x, 2y).
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অথর্াৎ েস্কলার ফাংশন েথেক েভক্টর ফাংশন পাওয়া েগল।
ময্ািটৰ্ক্সেক েকবল সংখয্ার েটিবল ভাবেল মূল ধারণা ধরা পেড় না। ময্ািটৰ্ক্স আসেল েভক্টেরর ওপর িকৰ্য়া

কের। ময্ািটৰ্ক্স A এবং েভক্টর x⃗ হেল
Ax⃗

আেরকিট েভক্টর েদয়।
এখন ডট পৰ্ডাক্ট েদিখ:

T (u⃗, v⃗) = u⃗ · v⃗.
এিট দুইিট েভক্টর িনেয় একিট েস্কলার েদয়। পৰ্থম ইনপুেট এিট ৈরিখক:

T (au⃗1 + bu⃗2, v⃗) = aT (u⃗1, v⃗) + bT (u⃗2, v⃗).

িদব্তীয় ইনপুেটও একই িনয়ম চেল। তাই এিট িদব্ৈরিখক।
এখন মূল সংজ্ঞা।

Definition: Rank-k Tensor
েভক্টর েস্পস V -এ র য্াঙ্ক-k েটনসর হেলা একিট বহুৈরিখক ময্াপ

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k times

−→ R,

যা পৰ্িতিট আগুর্েমেন্ট ৈরিখক। র য্াঙ্ক 1 হেল িলিনয়ার ফাংশনাল, র য্াঙ্ক 2 হেল িদব্ৈরিখক ফমর্।

পিরিচত উদাহরণ িহেসেব নাও

Q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2.

িলিখ
x⃗ =

(
x
y

)
, A =

(
a b
b c

)
,

তাহেল
Q(x, y) = x⃗TAx⃗.

অথর্াৎ েকায়াডৰ্ািটক ফমর্ সরাসির র য্াঙ্ক-2 েটনসেরর সােথ যুক্ত।
আেরকিট উদাহরণ:

T (u⃗, v⃗) = u1v2 − u2v1.

ইনপুট অদলবদল করেল িচহ্ন উেল্ট যায়:

T (v⃗, u⃗) = −T (u⃗, v⃗).

R2-এ এই মানিট u⃗ ও v⃗ দব্ারা গিঠত সামান্তিরেকর signed area েদয়।

u⃗

v⃗

িচতৰ্ ৩: T (u⃗, v⃗) = u1v2 − u2v1 এর মান সামান্তিরেকর signed area েবাঝায়।
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তাই ধারািট দাঁড়ায়:

Hierarchy

scalars → vectors → linear or bilinear maps → multilinear maps.
এই দৃিষ্টেত েটনসর রহসয্ময় থােক না। তুিম শুধু েদেখা কতিট ইনপুট আেছ এবং পৰ্িতিটেত ৈরিখক
আচরণ হেচ্ছ িক না।

আরও গভীের: িভিত্ত েথেক উন্নত ধারণা
এখন পৰ্শ্ন আেস, েটনসর িনেয় এত গুরুতব্ েকন। কারণ তুিম যিদ basis বদলাও, েটনসেরর উপাদান বদলােব, িক-
ন্তু েটনসেরর অথর্ বদলােব না। এই basis-change rule-ই েটনসর ধারণার েকন্দৰ্। েভক্টর একভােব transform
কের, covector অনয্ভােব transform কের, আর সাধারণ েটনসর এই দুই ধরেনর transformation িমিলেয়
transform কের।

এখােন dual space-এর কথা জানা জরুির। েভক্টর েস্পস V -এর dual space V ∗ হেলা সব linear
functional-এর সমিষ্ট। ω ∈ V ∗ হেল ω(v⃗) একিট scalar েদয়। তাই rank-1 tensor দুই ধরেনর হেত
পাের: েভক্টর-ধরেনর (1, 0) এবং covector-ধরেনর (0, 1)। এই েভদটা পের differential geometry আর
relativity-েত খুব কােজ লােগ।

এখন tensor product েদেখা। যিদ α ∈ V ∗ এবং β ∈ V ∗ হয়, তাহেল (α⊗ β)(u⃗, v⃗) = α(u⃗)β(v⃗)
একিট bilinear tensor েদয়। অেনক জিটল tensor-েক এই ধরেনর সহজ tensor product-এর েযাগফল
িহেসেব েলখা যায়। এই দৃিষ্টভিঙ্গ েথেক tensor algebra গেড় ওেঠ।

আেরকিট গুরুতব্পূণর্ অপােরশন হেলা contraction। সহজ ভাষায়, একিট upper index আর একিট
lower index pair কের েযাগফল িনেল tensor-এর rank কেম যায়। Matrix trace, tr(A) =

∑
i Aii,

contraction-এরই একিট পিরিচত উদাহরণ। তাই trace, divergence, Laplacian-এর মেতা অপােরশনেক
একই ছাতার িনেচ েবাঝা যায়।

েমিটৰ্ক tensor উন্নত ধােপর দরজা খুেল েদয়। Euclidean েক্ষেতৰ্ gij = δij থাকায় dot product সহজ
হয়। সাধারণ curved space-এ gij(x) অবস্থানেভেদ বদলােত পাের। তখন ৈদঘর্য্, েকাণ, area, volume
সব metric েথেক েবর হয়। অথর্াৎ geometry-েক coordinate-free ভােব ধরেত metric tensor েকন্দৰ্ীয়
ভূিমকা েনয়।

Calculus-এর সেঙ্গ সংেযাগটাও শক্ত। Scalar function f -এর gradient একিট vector field,
Hessian Hf একিট rank-2 tensor (স্থানীয় curvature-এর তথয্ েদয়), Jacobian matrix একিট linear
map field। Elasticity-েত stress tensor, fluid mechanics-এ rate-of-strain tensor, আর machine
learning-এ Hessian-based optimization—সব জায়গায় একই ভাষা িফের আেস।

সবেশেষ বড় ছিবটা মেন রােখা: েটনসর িশখেল তুিম coordinate-এর েভতের আটেক থােকা না।
coordinate বদলােলও েয িজিনস অপিরবিতর্ত থােক, েসটাই আসল জয্ািমিতক/পদাথর্গত তথয্। এই কারেণই
েটনসর শুধু একিট অধয্ায় নয়, বরং আধুিনক গিণেতর একিট ভাষা।

অনুশীলনী সমসয্া
1. f(x, y) = x2 + 4xy + y2 হেল ∇f েবর কর। তারপর িবনু্দ (1,−1)-এ েগৰ্িডেয়েন্টর মান িনণর্য়

কর।

2. u⃗ = (2,−1) এবং v⃗ = (3, 4)। (ক) u⃗ · v⃗ িনণর্য় কর। (খ) T (u⃗, v⃗) = u1v2 − u2v1 বয্বহার কের
signed area িনণর্য় কর।

3. পৰ্মাণ কর, T (u⃗, v⃗) = u1v2−u2v1 একিট িদব্ৈরিখক ময্াপ। তারপর েদখাও T (v⃗, u⃗) = −T (u⃗, v⃗)।
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4. ধরা যাক, A =

(
2 1
1 3

)
এবং x⃗ =

(
x
y

)
। x⃗TAx⃗ পৰ্সািরত কের x, y-এর একিট েকায়াডৰ্ািটক ফমর্

িলখ।

5. Q(x, y) = 5x2 + 6xy + 2y2 েক x⃗TAx⃗ আকাের িলখ, েযখােন A একিট symmetric matrix।

6. T : R2 × R2 → R দব্ারা T (u⃗, v⃗) = 2u1v1 − u1v2 + 3u2v2 সংজ্ঞািয়ত। েদখাও T িদব্ৈরিখক।

7. S(u⃗) = 3u1 − 2u2 একিট র য্াঙ্ক-1 েটনসেরর উদাহরণ। (ক) েদখাও S ৈরিখক। (খ) u⃗ = (4,−5)
হেল S(u⃗) িনণর্য় কর।

8. ধরা যাক, T (u⃗, v⃗, w⃗) = u1v1w1 + u2v2w2 েযখােন সব েভক্টর R2-এ। েদখাও T পৰ্িতিট ইনপুেট
ৈরিখক, তাই এিট র য্াঙ্ক-3 েটনসর।

∞ Let Infinity Be Your Limit ∞ | 4


